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GEOMETRIA NEL PIANO 
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CAPITOLO I. 



C«iB0lderiiBloni onerali. 



1, La geometria, investigando le proprietà e la misura dd«* 
V estensione figurata, considera un doppio ordine di relazioni esi^ 
«tenti fra le varie parti che compongono una figura o fra difTerenli 
figure. Le prime rclaaioni, che diconsi metriche, riguardano solo la 
grandezza delle linee, delle superficie e dei volumi appartenenti 
alla figura o alle figure considerate ed hanno luogo fra i valori 
assoluti di tali quantità: le altre, dette descriitioey dipendono dalla 
forma e dalle posizioni rispettive delle varie parli di una figura o 
delle figure, indicando per esempio se un punto è situato sopra o 
sotto una retta data, se una retta è diretta a destra o a sinistra 
di un altra età Le proprietà delle figure che contengono relazioni 
descrittive si nominano parimente pri^ieià descrittive, e quelle di- 
pendenti da relazioni metriche diconsi proprietà metriche. Per esem- 
pio i teoremi « Due rettangoli stanno fra loro come i prodotti ri- 
:gpettivi delle basi per le altezze if> € In un quadrilatero qualunque 
la somma dei quadrati dei quattro lati eguaglia la somma dei qua- 
drati delle diagonali piti quattro volte il quadrala deUa retta che 
congiunge i punti di mezzo di queste » esprimono proprietà metri- 
che ; ed i teoremi « Le tre altezze di un triangolo si segano' in un 
medesimo punto i» ^ In qualunque quadrilatero le bisettrici dei quat- 
tro angeli formano un secondo quadrilatero le di cui diagonali pas- 
sano per i punii d intersezione dei lati opposti del primo • signi- 
ficano proprietà descrittioe. 

2. Quasi fino dair origine deirAlgebra si espressero mediante 
formule analitiche le relazioni metriche all' oggetto di dimostrare te^ 

Geom. Anal, 
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remi ad esse relativi, o di risolvere problemi ove in generale era 
da determinarsi il valore assoluto dell'elemento di una figura. I 
metodi che per tali ricerche si adoperano non offrono gravi diffi- 
coltà: infatti le linee, le superficie ed i volumi dei quali consta 
una figura determinata, considerati indipendentemente dalia posi- 
zione relativa che in essa occupano, si possono esprimere con nu- 
meri e rappresentare per mezzo delle lettere dell' alfabeto le quali 
allora significano il valore assoluto di tali grandezze od i rapporti 
che hanno colla unità della medesima loro specie. Quindi le rela- 
zioni geometriche da cui sono esse congiunte si possono tradurre 
in equazioni, le quali poi, trasformate e combinate insieme, con- 
ducono a scuoprire nuove proprietà appartenenti alla figura consi- 
derata a determinare una grandezza incognita. Così, per esempio, 
si abbia da risolvere il seguente 

Problema. Dati % tre lati di un trìangolo delerminame le 
altezze. 

Essendo ABC il triangolo dato s'indichino con a, 6, e i va- 
lori assoluti dei lati opposti rispettivamente ai vertici A, B, C, con 
cv^, 0?,, 00^ quelli delle perpendicolari abbassate da ciascuno di essi 
vertici sul lato opposto, e finalmente eoa y^, a — y^; y^ b — y^; 
2/3, e — 2/3, quelli dei segmenti determinati da ogni perpendicolare sul- 
la respettiva base. La relazione fra il quadrato della ipotenusa ed i 
quadrati dei cateti sussistente in ciascuno dei sei triangoli rettan- 
goli che si formano abbassando le perpendicolari conduce alle se* 
guenti equazioni 

co*-\-y,'=l^, a,,'+y*=i^, «'/-fj/3'=a' , 

Eliminando le incognite ausiliari y^ t/^, y.^, si ottengono le 
altézze le cui espressioni, dopo avere introdotto il perimetro 



2p=a-[-b-\-c e fatto \/p(p — a){p — b){p — c)=:A,sono 



2 A _2 A _2 A 

a b e 
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Da questi valori si deduce che a è Tarea del triangolo e 
che è sempre un numero reale e positivo: infatti, poiché un lato 
è minore della somma degli altri due, si hanno le diseguaglianze 
a<:p, h<:p, c<:py e perciò positivo il prodotto sotto il segno ra- 
dicale; ed, essendo co^^ x^ w^ valori assoluti come a, b, e, il ra- 
dicale deve essere preso necessariamente col segno -|-. 

3. I teoremi e i problemi nei quali si considerano le rela- 
zioni descrittive delle figure richieggono, onde esser trattati ana- 
liticamente, processi di un'altro ordine. Il primo fu esposto da Des- 
cartes nella sua Geometria. 

11 metodo nominato cartesiano, dal nome del suo inventore, al- 
lorché è applicato alle figure che possono considerarsi tracciate in 
un piano, consiste nel prendere in questo due rette qualunque con- 
correnti, nel considerarle come fisse e perciò note di posizione e 
nel riferire ad esse qualunque punto giacente nel piano col mezzo 
di rette ausiliari condotte da questo a ciascuna di esse sempre se- 
condo una determinata legge. Allorché poi è applicato alle figure 
nello spazio consiste nel prendere tre piani qualunque, ma con- 
correnti in un punto, e nel ritenerli come fissi e perciò noti di 
posizione, e nel riferire ad essi ogni punto dello spazio per mezzo 
di tre rette ausiliari condotte da questo a ciascuno di essi se- 
condo una legge CQ^tante. 

netermlBaBlone di mm pmmtm nel piAii«. 

4. Coordinate rettilinee. Siano prese arbitrariamente nel piano 
le rette XOX', e YOY' e sia il punto della loro intersezione. 
Essendo M^ un punto qualunque la cui posizione deve riferirsi a 
quella di tali rette si conducano per esso M^M,, e !U|M^, ri- 
spettivamente parallele a XX' e YY', e s indichino con Pj e P^ 
i punti ove ciascuna sega quella di esse alla quale non é paral- 
lela: quindi si compia il parallelogrammo avente i lati M|M, e 
M|M^ doppi delle lunghezze M^P^ e M|P|' 
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Per Jeiermiflàre compretamentó Fa («sirione der pontó if, é ne^ 
cessarlo e sufficiente che siano notr 
i valori assoluti delle lunghezze' 
M,Pj=OP, e M,Pj=OPg e sia par 
nota la dfrezioDe in cUi- debbono^ 
essere eccitate suite rette OX e OV 
' relativamente adO. Infadì rappre- 
sentando con a e 6 i valori assoluti 
di taK lunghezze, cioè a=OP, e 
É=OPj , ed essendo 0P,=OP,, OP,=OP^, è evidente che ad a r 
a 6 corrispoad'ono i quattro puntt M, , M,, Mg, M^ i quali due 
a due 900» pof simme(ricamentd> disposti rispetto alle rette XX' e 
YY', ed è pure evidente che eiascuiKr di essi ^ace in ano dei 
quattro angoli da quelle formati: cosicché per distìnguefli l'uno 
dall' altro è necessario conoscere in quale dei quattro angoli cias- 
cuno è situato. Percfò si stabilisce H prineipiio che ritenmd» comr 
positive te lungkezse cantale sopra una retta in direziona detenni" 
nata relativamente ad ufi punto fisso sa di essa, si debbano corutdera- 
re come negale quelle contale nella lezione opposta , essendo per& 
interamente arbitraria ta direzione nella qtMle da prima si misuramf 
le rette positive. Nel cosò attuale si ritengono positive le lunghezze 
misurate sulla OX a destra del punto 0, e quelle misurate buII» 
OY al di sopra di esso; e pertanto sono negative quelle prese nelle 
direzioni opposte OX' e OY'! 

5. La rette fìsse XX' e W si chiamane assi' eoordina:? 
e dìconsi obliquangoli se l' angore YOX è acuto od ottuso «f or- 
togonali se è retto: la linea XX' prende il nome speciale di (ijjff 
tfelle ascisse e YV qm\1Xf di asse deUe ordinate; ed il punto O 
della loro iirtergezione quello di origine de'te coordinate. Le rette- 
ausiliari M,P,=OP, e M,P,=OP,, colle qualrsì riferisce la posizio- 
ne dfel punto M, a quella degli assi coordinati, ri chiamano le sue- 
coordinate: la OP,, contata Bulicasse XX', dicesi ascissa e la OP,, 
pj-esa sull'asse YY', ordinala e si rappresentano con le lettera a: e y. 
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Per tali convenzioni [e coordinate tfei vcrficì del parallero- 
gramrao HiH^M^M^ sono facilmente distinte , e si ba 

Queste coordinate non ditTeriscono nel valore assoluto ma 
solo nel segno secondo che ÌI puQt^ èr situato netTuno a neiraltr» 
dei qaattn>> aiigoli forifiati dagli assri. 

Essendo nòte le coordinale di un punto é facilissimo delernsi- 
narae la posizione. Infatti siano date x=-\-a, y= — &: si prenda 
AiU'asse dette ascisse nella direzione OX delle grandezze positive 
una lunghezza OP,=a e da P, si conduca una paralteTa a YY^; 
quindi presa sull' asse delle ordinate nella direzione delle grandezze 
•egative una lunghezza 0P,=5 da P^ si conduca una parallela a 
XX' ; il punto M^ ©ve le rette condotte da P, e P^ si tagliano è 
quello ricbieBt& 

Il ponto che ha per coordinate w=0 e y=B giace sDtl'asse 
delle y ad ana distanza dalF origine misurata da h: iofatti essendo 
nuTla Tasasea, ambedue le su? estremità cadono nell'origine e la 
direzione dell'ordinata coincide coir asse YY'. 

Parimente il punto espresso da {x=a, y^O) è posto sull'asse 
delle (D alla distanza a dall'origine. 

lì punto {aj=0, y^O) è l'origine delle coordinate. 

6. Coordinate polari. La posizione di un punto in uà piaio può 
determinarsi in modi differ«RtÌssiroi: tra questi è imporlanlf qwll» 
delle coordinate polari. 

Avendo tracciato in un piano una retta fissa OB e determinato' 

ÌBu questa un punto come origi- 
ne, la posizione di un punte H 
qualunque del piano è in tutto de- 
finita allorché è R»ta la sua distanza 
OM=p dal punto O e l' angolo 
MOB=f> : infatti dati questi elementi si perviene a determinare ii 
punto M coodueendo da ona retta ON die formi con OB l'ao- 
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golo dato p, e prendendo su di essa, partendo da 0, una lunghezza 
eguale alla data P. 

La retta Ossa OB chiamasi (/iVeftnce o asse polare, e il punto di- 
cesi polo : r angolo ^ e la lunghezza P, dette angolo polare e raggio 
Mitore, sono le coordinate polari del punto M- L'angolo f> si con- 
sidera come positivo allorché si suppone che il raggio vettore, per 
formarlo, abbia ruotato da destra a sinistra relativamente alla di' 
rettrice, e come negativo quando si immagina che tal moto del 
raggio vettore abbia avuto luogo in senso contrario. Il valore di P 
può esser qualunque da a -{-qo. Per f=0 si ha il polo: per 
f>=0 e P=:a si ha un punto della direttrice. 



7. Problema 4°. Dati due purOi M, {x^y^), M, (cn^,) esprimerne 
la disianza per mezzo delle loro coordinate. 

obliquangoli rappresentiamone con 9 
r angolo, e conduciamo M^Q parallela 
all'asse OX. Dal triangolo M,H,Q 
si ricava 



M,M,'=M,Q'+M,Q'— 2MjQXM,Q cos M,QM, ovvero indi- 
caodo con 5 la distanza MjM, ed osservando che MjQ=o),— (Pj, 
M,Q=!/,— j/y e che, essendo M,QMj=180"— 8, si ha 
e» M,QW^==— c os 6, ed estraendo la radice quadrata 

(1) S =v'(a',--a'^'+(!/,— !/i)'+2(a;,— a),)(j/,— y,) cos tì. 

Quando gli assi sono ortogonali si ha 9=90* e la formula (1) 
diventa 

(8) 5=V('"— «'ììM-li/i— y»)'- 

Nel caso io cui uno dei punti, per esempio Mj, coincide con 



le formule (4) e (2) diventano 



(3) Z—y/aa^ I .«,*-r^a .y, co» «, 

e danno Io distanza di un punto all'origine; la (3) per assi obli- 
quangoli e la (4) per assi ortogonali. 

PROBLEMA a.* Esprimere la distansdi di due punti mediante le 
loro coordinale polari 

Indichiamo con S la lunghezza M^M^ e siano p, e p, i raggi 
vettori e p, e pj gli angoli polari 
dei puDli M, e M, dui triangolo 
MjOMj si ottiene immedistamenle 



(5) S=yp,._|_,^<_S,i,^ „, (»I_,J 

Problexa 3." Dati due punti M, (x,y,) e M, [cojy^) determi- 
narne un terzo M, cht divida la retta che li congitmge in una data 
ragione m : n, gli assi coordinati essendo qualunque. 

Si conducano le coordinate dei punti dati, e siano X=OP, 
e Y=:MjP3 queHe del punto 
cercato M^ quindi da M, e 
Hj si conducano le rette 
M,QiQ, e Hgq, parallele ad 
OX. 

Dai triangoli simili ^Q,Mj, 
M,Q,H, e M,q,M, si dedu- 
cono le proporzioni 

M.M, : M3M, : : M,Q, : Q,Q„ M.Mj : M^M, : : M,Q, : M,q, 
e quindi 

m : n ; : X— a;, : aJ,— X , m : n :: Y— y, : J*, — Y : 



e da queste 

(6) ^_ yna?^-|-yup^ Y=.^^Ì!lIl. 

w-|-n tn-j-n 

Se il punto richiesto non cade fra M^ e M^, ma eslernamento 
come Mg*, operando in modo analogo si hanno le proporzioni 

t» : n : : X — x^ : X — oo^ , m : f| : : Y— :t/j : Y — j^ 
^onde 

m — ^H ' m — n 



ItoppresentMil^Me analitica delle linee 
«Mediante eiinaaioni. 

8. Le coordinate od e y potendo variare fra -|-oo e — oo, è 
sempre possibile rappresentare con esse un punto qualunque del 
piano. 

Consideriamo ora una serie di punti, non sparsi a caso ne) 
piano ma disposti secondo una legge costante in modo che colia 
loro successione costituiscano una linea continua, la quale sia per 
tal modo definita da qualche pr4^)rietà caratteristica conveniente a 
tutti i suoi punti. La espressione analitica di tal l^ge, o di tale 
proprietà, cioè la relazione /'(a^,j/)=0 da essa derivante fra le coor- 
dinate variabili di un punto-qualunque della linea si chiama Vequa-. 

zione di questa linea, la quale perciò prende il nome di luogo 

« 

geometrico. 

Reciprocamente, essendo data T equazione di una linea, la na« 
tura di questa e la sua posizione nel piano rispetto ad un dato 
sistema di assi coordinati sono completamente note. Infatti dando 
ad una delle variabili, per esempio a cd, un valore qualunque ar« 
bitrario « e risolvendo V equazione f (a, j/)^=0, conlenente la sola 
incognita t/, si ottengono per questa uno o più valori ^|, Z^^* * ^ • ^nì 
e perciò i punti espressi da {x=» , y=i3|) , (a?=* , !/='^a) , • • • 
. . . (a?=«,y=?^) evidentemente appartengono alla curva. Quindi 
attribuendo a x valori diversi fra -|-^ ^ ^-^» sarà possibile de- 
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terminare un qualsivoglia numero di punti «pparlenenli alla curva. 
Si noti però, .cbe , dovendosi prendere per y i soli valori reali, ai 
difierent) valori della ao non corrisponde Io stesso numero di valori 
di y e cbe alcune volle non ve ne corrisponde alcuno. 

Procedendo in modo simile si può esprimere la legge di ge- 
nerazione di una curva data, o una sua geoeralissima proprietà, 
mediante una equazione fra le coordinate polari di un suo punto 
' qualunque: questa ne è allora l'equazione in coordinate polari. 



9. Pboblbha L Data ma rtUa in un piano trovare la tua 
equazione st^i^nendo gli asti coordinati MiquangoH, 

Sia AB la retta data la quale seghi in A Tasse delle y: da 
questo punto sia>nduca larettaAG 
parallela all'asse delle a}, e preso 
un punto H qualunque della retta 
si tiri la sua ordinata MP e sia 
, p il punto ove taglia la AC. Dal 

triangolo MpA si ricava 

,, , sen MAC ... . . 

Mp=np , e qumdi si ha 

sen AMp 

senMAC 

Ponendo MP=i/, Ap=OP=:aj, pP=\0^b, che è il segmento 
tagliato dalla retta data sull'asse delle y e contalo dall'origine, 
MAC=a, angolo cbe la retta fa coli' asse delle co, e l'angolo degli 
assi Y0X=9, la equazione precedente diventa 

{4} y= — - — ^-\-t>, ovvero y=ax4-b 

*™{ — *) 
sente 
facendo ar= ,g~. Questa, avendo luogo per tutti i punti della 

retta data, è la sua equazione. 
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Le quantità costanti a e b sono necewarie per determinare 
la posizione della retta nel piano. 

Se il sistema di assi coordinati è ortogonale abbiamo '^^90*, 
e quindi a— =(angi« esprime la tangente Irigonometrica del- 
l'angolo formato dalia retta coli' asse delle x. 

Se la retta data AB è parallela all'asse delle y, indicando con 
« il segmento OA cbe essa deter- 
mina sull'asse delle as contato dal- 
l' origine, la sua equazione è evi- 
dcnlemente !c=a, esprimendo que- 
sta il luogo di tutti j punti che 
hanno l'ascissa costante a. Simil- 
mente r equazione della retta A'B' 
p:ir-ìllcln all'asse delle ob è y=^i>, dove 6 è il segmento OA' che 
essa determina sull'asse. 

Infine l'equazione ir:=0 mppresenta l'asse delle y, y=0 
quello delle ir e il sistema delle due equazioni x^O, y=0 il punto 
O, origine delle coordinate. 

Pbobleka II, Data di posizione una retta, dctermnare. la sua 
e(iuasione in coordinale polari. 

Siano il polo, OD l'as.-e polare e AB la retta data: con- 
dotta da la perpendicolare OP 
sopra AB e ad un punto qualun- 
que -M della retta il raggio vettore 
OM, si ponga OP=p, POA=« 
OM=p e ÌAO\=<S>. Dal triangolo 
rettangolo OPU si trae immediata- 
mente 
(?) OP=OMcosMOP ov\cio p=:pcos{»—f) 

la quale, convenendo ad ogni punto della retta, ne è l'equazione. 
Se la retta data è perpendicolare all'asse polare, ovvero se 
l'angolo * è nullo, l'equazione polare della retta diviene p==P co» *>. 
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40. Problema I. Trm^are V e'/uazime della circonferenxa del 
fintAo il cui eentro è nei punto (x=a, y^=b) ed ti cui raggio è 
r, gli assi coordinati essendo obliquangoli. 

La proprietà caratteristica cbe definisce la circonferenza è quella 
di avere ogni suo punto equidistante dal centro. Pertanto, indicando 
con 6 l'angolo degli assi e con tv 
qualunque della curva, la disianza 
il raggio r; cosicché l'equazione 

(4) r^{a>-a)'-{-(n-h 
Se gli assi coordinati sono e 

zione diviene 

(5) ,'=(«v-^)>+(j,-t)' 

Se il cmtro del circolo coincide coirorigiae ubiamo a=0 e 
6:^0, e le equazioni (4) e (3) si trasfonnano nelle segiuenti 
(3) f*=<r^+y*-f2a)y«»6, (4) T^=ra,«-fy<. 

pROBLKHA II. Trovare in coordinate polari f equazione della eir~ 
eonferensa del dretlo ti ad eentro i nel punto (p=d,p=») ed t/ 
cut raggio è r. 

Designando con p e 4> le coordinate polari di un punto qua- 
lunque della circonferenza, la sua distanza dal centro eguaglia il 
raggio r e perciò (n." 7) L'equazione cercata è 

(5) r*=f'-|-d"—2pd MS {,—<.). 

Se l'asse polare passa pel centro o »=0, T equanime diventa 

(6) i^=^-{-d^—2pdcosp. 
Qaando si prende per polo il centro abbiamo 
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11. L'eUiae è una curva tale che ta somma delle dizUmze di 
ogni nio punlo a due punti ^si, dati di posizione nel piano, egua- 
glia una data lunghasa. 

Problema I. D«lerTnMare i' eq%tazione dell' eBiise in coordinatr 
rettilinee. 

Si ponga l'origìae delle coordinate di un sislema d'assi orto- 
gonali nel punlo di mezzo della 
retta congiungente i punti Bssi 
F e F', e sì prenda questa per 
I asse delie (d e la sua perpendico- 

j lare in per asse delle y. Indi- 

cando con Sa la lunghezza data, 
con Se la' distanza F F dei due' 
puati fissi, coB (af:=OP, y=HP) un punk) qualunque H della eurv» 
si ha per definizione 

MF+MF=Sa: 
e quindi, dai triangoli rettangoli HPF e UFF avendo 
MP=y/j^-^{o—a}f e MF'=v'^-[-(«-|-fl))', si ottiese per l'equa- 
zione della curva 



Per eliiDÌBare i radicali trasportiamone il primo net seconda mem-' 
bro e seraplicizziamo, avremo 

^V^-\-{^ — (r)'=a' — ew, 
e di «uovo elevando a quadralo ed ordinando 

ah!^-\-{a^—^a?=a\a^—c*) , 
ovvero, ponendo a' — c'=6* il che è sempre possibile per essere 
Sfl>2«, 
, (1) «V+6«a)»=oV. 

1 punti fissi F e F chìamansi fuochi dell'ellisse, la retta AA' con- 
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dotta per essi e terminata al perimetro asse maggiore, il punto O 
centro dell'ellisse, la perpendicolare BB' condotta pel centra af- 
Tasse maggiore e terminata al perimetro asse minore: ì quattro 
punti dove gli assi incontrano la curva ne sono i vertici. 

Congiungeudo il punto B con i fuochi sarà evidentemente 
BF=BF=a e perciò BO^=a*— e'— ò^ : dunque 6 è il semi-asse 
minore della curva. 

Paoblbva il Determinare in coordinate polari V equazione della 
ellisse. 

Si prenda per polo il fuoco F e per direttrice FF: essendo 
M(p,?») un punto qualunque della curva, dal triangolo MFF' si trae 

MF*=MF'*+FF*— 2MFX FF cos MFF. 
Ma abbiamo MF'=/>,MFF=i>, FF=2c e MF=2a— P: quindi, so- 
stituendo e riducendo, si giunge all' equazione 9{a^c cos ?>)=&*, o 



(8) 



Pz=z 



Q 



e ^ < — ecoso 
1 — JLcosf 
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La quantità Zp= si chiama jparamelm dell'elUsse, e J' altra 

a 

et 
»=— la sua eccentricità. 
a 



Iperbelou 



4 S« L iperbola è una curva tale che la differen%a déUe distarne 
di ciascuno de' suoi punti a due punti fissi, dati di posizione nd 
piano, è costante. 

Problbma I. Determinare V equazione delT iperbola in coordinate 
rettilinee. 

Procedendo col metodo adoperato {n.^ 1 1 ) per stabilire l' equa- 
zione della ellisse, dalla fondamentale relazione 

MF— MF=2o 



u 

ai ottieoe 



ovvero, dopo avere da essa elimi- 
nali i radicali, 

oy_(c*— oV^— «'(e*— «*) - 
ponendo e* — o*=6*, il che è sem- 
pre possibile perchè 2c>2o, si 
perviene alta seguente equazione 
della curva 

I punti fissi F e F' cbiam«nsi fiiorhi, la retta AA' osse tras- 
verso, le sue estremità A e A' vertici, e il punto O centra del- 
l' ipirbola. 

Innalzando dal centro una perpendicolare all'asse trasverso e 
costruendo una losanga avente per una delle diagonali quest'asse 
e per lato la lunghezza e, l'altra diagmale è su tale perpendico- 
lare ed eguaglia 36: infetti dal triangolo rettangolo AOB si ricava 
OB'=c* — o'=6' e perciò BB'=2fr. Questa retta BB' che non in- 
contra U curva chiamasi oste immaginario. 

Problema IL Determinare in coordinata polari f equazione della 
iperbola. 

Prendiamo per direttrice l' asse trasverso e per polo il fuoco T. 
Considerando un punto qualunque delta curva H(p,?) dal triangolo 
MFF' si ha 

1IB«=MF«+FF'— SMFXFF'cosMFT, ovvero 
(p — 'ia)*:=(^-\- ic* — 4pc cosf, 
e sviluppando- e rìducendo 

p(e«aif — o)='b', 
e finalmente 

(-) 
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La quantità 2p= nominasi parametro e t=— eectrUricità 

a a 

della iperbola. 



13. ta parabola è una curva di cui ogni punto è ad eguale 
distanza da una retta e rfn un punto pssi e dati di posizione nelpiano. 
Problkii* I. De'.cnnìnare in coordinale rettilinee l' equazione della 
parabola. 

Sia F il punto fisso e DD' ta retta data. Condotta da F la 
perpendicolare FR alla retta DCf 
si ponga l'origine delle coordinale 
nel suo punU) dì mezzo 0, si pren- 
da per asse delle ao la retta OF 
e per quello delle y la perpendi- 
colare a questa. Posto FR=2p ed 
essendo M un punto qualunque 
della curva, per la relazione fondamentale che la definisce 
MF=ME=PR=p-|-a), e dal triangolo rettangolo MFP si ottiene 
r equazione cercata 

ovvero, sviluppando e riducendo, 

(i) y*:=ipx. 

Il punto fisso F si dice fuoco delta parabola e direttrice o li- 
nea della sidtlimiUi la retta data DD': ta perpendicolare condotta pel 
fuoco alla direttrice si nomina asse e vertice il punto ove essa 
taglia la curva. Infine il parametro principale ip della parabola si 
definisce la quadrupla disianza del fuoco dal vertice. 

Problema II. Determinare in coordinate polari V equazione della 
parabola. 

Prendendo il fuoco per polo e t' asse della ctirra per asse po- 
lare, dalla relazione MF— FR-|-FP si ha immediatamente l'equa- 
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zione richiesta p=itp-\-p cos p, ovvero 

_ 2p 
(^) _ '' i—cos'p' 

14. Per illustrare completamente il metodo per cui ogni linea 
tracciata in un piano, la quale ammetta una geometrica descrizìoue, 
può rappresentarsi mediante una equazione fra le coordinate, ret- 
tilinee polari, di uno qualunque de' suoi punti e fra quantità co- 
stanti, dipendenti dalla sua grandezza, e posizione fa d' uopo aggiun- 
gere altri esempi a quelli precedentemente svolti. 

Clw«M« «I Dl«ele. 

15. Data una circonferensa ed m qitesta un punto A, preso 
per origine, e condotta per l'estremità A' del diametro che passa per A 
una tangente IT', la curva di cui ogni punto M è distante daU' ori- 
gine A di una lunghezza eguale al segmento RS della retta AH 
compreso fra la circonferenza e la tangente sì nomina cissoide. 

Problema I. Determinare in coordinate rettilinee F equazione 
della cissoide. 

Si ponga in A l' origine delle coordinate e si prenda per asse 

delle co il diametro AA', e la sua perpendicolare YAY' per quello 

delle y: sia M[<r,i/] un punto qualunque 

della curva e R e S i punti ove la AM 

taglia la circonferenza e la tangente- 

L' equazione d-:lla curva si determina 

esprimendo per mezzo del raggio r della 

circonferenza data e delle coordinate del 

punto M l'eguaglianza AM=RS. 

Pertanto abbiamo evidentemente AM=v'a)*-|-y', e dalla Geometria 

elementare ( Legendre pr. 30, /ift.lll) si deduce il valore RS=-^ 

dal quale, ricavando dai triangoli simili ASA' e AMP le cs- 
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pressioni 

..^ AA'.MP 2rj/ ._ AA'.AM_2»-V^4Y 
AP 0? AP X 

si otlieDe RS= — ^ : quindi la relazione fondamentale ci da 
r equazione 

ovvero 

Problema H. Determinare in coordinate polari V equazione deUa 
cissoide. 

Sia A il polo, A A' Tasse polare e M (P, p) un punto qualunque 
della curva. Condotta la corda A'R, dai triangoli rettangoli ASA' e 
ARA' si deducono le espressioni 

AA' 
AS= — =2 r sec ^, e AR=AA'cos?>=2r cos?>. 

cosp 

che, sostituite nella relazione AM=RS=AS-— AR, danno l'equazione 
della curva 

cosp 

Questa curva fu immaginata da Diocle, geometra greco che fiorì 
nel secolo S.^ dell' era cristiana, per V oggetto di costruire due medie 
proporzionali fra due date lunghezze. 

OTali di D«0earte0. 

Chiamasi oviUe di Descartes la curva , di cui ogni punto M è 
a distanze MF e MF', da due punti fissi F e F', tali da soddisfare 
alla relazione xMF=t:;f*MF'=a, nella quale >^, /*, a sono numeri pò- 
sitim dati. 
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Problema I. Determinare in coordinate rettilinee V equazione % del-» 

r ovale eartesiano. 

Usando il metodo tenuto per l'ellisse (n.^ 11) si ba requaz'one 

la quale, eliminati i radicali, diviene 



ovvero 



I 

Problema II. Determinare in coordinate polari l'equazione dd^ 
l ovale cartesiana 

Prendendo t' per polo e FF per asse polare, dal triangolo MFF' 

« 

si deduce la relazione 

MF«=:MF'*4-FF^— 2 MF'XFF' eos MFF, 

dalla quale, fatte le sostituzioni, si olliehe V equazione polare richies- 
ta» cioè 

(a-=f::Hff=k\p^'ì- 4 c* — 4 p C COSp). 

Se \,=t^ Tovale cartesiano si trasforma in una ellisse od in una 
iperbolasecondocheil secondo termine dell'eguaglianza KMFd=MMF'=a 
è positivo negativo. 

17. Teorema. Ogni equazione algebrica o trascendente f{cD,y)=0, 
che sussiste fra le coordinate variabili x ey di un punto qualunque^ 
esprime sempre una curva, la quale è il luogo geometrico dei punti 
che hanno per coordinate coppie di valori di x e diy atti a soddisfarla. 
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Asdutnendo per lao) un valore arbitrario a. T equazione /(a, y)=:0 
da il modo di determinare per y valori corrispondenti a questo parti- 
colare valore di w, i quali sono in numero fiuilo 30 l' equazione è al- 
gebrica ed in generale infinito se trascendente: perciò dalla equazione 
f{a>, y)=^0 sarà rappresentato il sistema di punti la cui ascissa co- 
mune è a e le cui ordinate sono i valori di y tratti da f (a&, y)= 0. 
Prendendo poi per x un'altro valore arbi trailo a! si avrà pari- 
mente un' altra serie di punti le coordinate dei quali soddisfanno alla 
data equazione. Simili risultati otterremo per altri valori «", «'", . . . 
dati alla w. 

Pertanto, se w prende successivamente tutti i valori da -j-oo a — 00, 
passando da -4-^ &d », ad «', ad »" ec. continuamente per tutti i valori 
intermedi, l'insieme delle serie dei punti così ottenuti forma una curva 
ogni punto della quale soddisfa alle condizioni poste dall' equazioi^^ 
data e che perciò ne è la geometrica rappresentazione. 



I. Trovare le lunghezze dei lati di un triangolo, date le coor- 
dinate dei suoi vertici {(p^= — >2, t/j=1), {x^S,y^:=^ — 4), e 
fir^=7,y^=3), quando gli assi sono ortogonali e quando dormano 
un'angolo di i^O*^ 

IL Date le coordinale dei vertici di un triangolOi trovare quelle 
del punto d'incontro delle mediane. 

HI. Unito il vertice di un triangolo col punto del lato op- 
posto in cui questo è diviso in due segmenti che stanno fra 'loro 
nel rapporto m: n, trovare le coordinate del punto in cui la con- 
giungente è divisa in due parti aventi il rapporto fii-|-n: L 

IV. Siano dati in un piano m punti A^ (^i-yi)» A^ (^gi^,)-» 
-Am (^«»ym) ^ fi* conoscano altrettanti numeri ^,, ^,,...p^. Con- 
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giunta A^ con A, si delermini sulla congiungenle il punto P^ in 
modo che si abbia A^P^ : P^\^ :: Pj:/3j; quindi si unisca P^ 
con A3 e si divida P^Ag nel punto P^ per modo che si abbia 
P^Pj ; PjAg : : 0j : fi^-\-p>^\ similmente si divida la retta P^A^ nel punto 
Pj secondo il rapporto ^i'^i-\-^t-{-p>^ e si proceda con questa legge 
fino all'ultimo punto dato A^. Trovare le coordinate delP ultimo 
punto di divisione Pn-v '' quelle si nomina centro delle distaMe pro- 
porzionali a p^, Pj,...^^ e centro delle medie distanze quando 

y. Determinare in coordinate rettilinee e polari le equazioni 
della ovale di Cassini. In questa curva il rettangolo delle distanze 
di ogni punto a due punti fìssi F e F^ dati di posizione nel piano, 
eguaglia un quadrato dato a^. 

Preso un sistema di assi ortogonali avente per origine il punto 
di mezzo di FF'=2c e per asse delle ascisse FF\ l'equazione 
in coordinate rettilinee è (j/^H-^4"^^ — 4c*a?*=a*. 

Essendo FF' l'asse polare ed il polo si trova 
p* — 2pVco$2?>-|-c*=a* pc l'equazione in coordinate polari. 

VI. Determinare in coordinate rettilfnee e polari l'equazione 
della concoide di Nicomede. Questa è una curva in cui, essendo 
dati di posizione nel piano un punto ed una retta AA', con- 
giunto con un suo punto qualunque M , il segmento MI di que- 
sta retta OM compreso fra M ed il punto T ove sega la retta fissa 
eguaglia una lunghezza data. 

Questa curva fu immaginata da Nicomede , geometra greco che 
si crede fiorisse fra il 3.® e il 1.® secolo avanti l'era volgare, per 
la risoluzione del problema delle due medie proporzionali. ^ 

VII. Determinare in coordinate rettilinee e polari l'equazione 
della curva nella quale, essendo dato di posizione nel piano un'an- 
golo retto AOA4, condotta una perpendicolare da un suo punto qua- 
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lunque M alla retta OM, che lo ufiisce col vertice deir angolo retto, 
il segmento della perpendicolare compreso fra i lati OA e OA^ 
eguaglia una lunghezza data. 

VIIL Dato Un* angolo retto AOA^ ed un punto A^ sopra uno 
dei suoi lati, determinare in coordinate rettilinee e polari T equa- 
zione della curva nella quale, congiunto un suo punto qualunque 
M col punto fisso A^, il segmento MT compreso fra M e il punto T, 
nel quale la retta congiungente MA^ taglia il lato OA eguaglia in 
valore assoluto il segmento OT. 



f2 
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CAPITOLO II 



VmsforaiaBloaie delle ceordlnatc* 



48. Alcune delle quantità costanti che entrano oeU' equesioDe 
di una curva riferita ad un noto sistema di assi coordinati, o ad 
un sistema polare, dipendono soltanto dalla sua forma e dalla sua 
grandezza; altre dalla relativa posizione della curva e de^i assi o 
del sistema polare. Così neirequazione generale (n.^ 10) della cir- 
conferenza il raggio r dipende unicamente dalla natura di questa e 
le coordinate, rettih'nee o polari, del centro dalla posizione che questo 
occupa nel piano. Però, la scelta di un sistema d'assi essendo in 
generale arbitraria, la medesima carv», mutate le coordinate, potrà 
essere rappresentata da infinite equazioni differenti fra le quali po-^ 
tremo eleggere qvella che meglio convenga a svelarne la natura e 
le proprietà. Per conseguir ciò, nota essendo Y equazione di una curva 
per un dato sistema di coordinate, fa d* uopo dedurne un' altra \a 
quale esprima la medesima curva riferita ad altro sistema pur noto. 
Il metodo generate consiste nell* esprimere, per un punto qualunque, 
i valori delle coordinate primitive in funzione delle nuove e nel so- 
stituirli nella proposta equazione, la quale con ciò sì trasforma in 
altra che del pari conviene ai medesimi punti. 

1 9. Le relazioni sussistenti fra le primitive e le nuove coor- 
dinate si nominano formule di trasformazione. 

Per stabilirle quando i sistemi sono di cocHilinate rettilinee dob- 
biamo considerare i tre casi seguenti: {^ camhiasre V origine man- 
tenendo invariata la direzione degli assi; %^ cangiare la direzione 
degli assi lenendo la medesima origine ; 3.^ cambiare V origine e la 
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^direzione degli ctssi. Per sislemi rettilinei e polari i casi sono due, cioè; 
1 .^ cambiare le coordinate rettilinee in polari ; 3.^ mutare inversameate 
ie coordinate polari in rettilinee. 



Sistemi di coordinate rettilinee. 




SO. 4.^ Caso. Siano Oo? e Ojji gli assi primitivi e le relLe O'X 

e (VY, respeUivaoiente parallele ad 
essi, siano i nuovi assi : s'indichino 
con {a>^=OB,y^=0lS) le coordinate 
della nuova origine riferita al primo 
sistema. Rappresentando con 
(a>=OP,y=MP),(X=Or,Y=MP% 
le coordinate di un punto qualunque 
M relativamente al primo ed al secondo sistema, si ha 

OP=0B-j-0'P', MP=0'B4-MP', 

ovvero 

Queste rimangono egualmente vere qualunque sia T angolo che com- 
prendono gli assi. 

21. Sl.^ Caso. Siano Ooo e Oy gii assi primitivi e aoOy :==: ^ 
rangole da essi formalo: siano OX e OY i nuovi assi e 

XOco^xAy YOa9x=/9 gli angoli che 
fanno col primitivo asse delie <d. Si 
rappresentino con (a3=0P,y=MP), 
(Xr^OF, Y=MP') le coordinate di 
un punto qualunque M relativa- 
mente al primo e al secondo ai- 
atema ; da P' si condiioa una paral- 
lela ad Oco 6no al punta Q nel quale incontra la MP ed una pa- 




» 
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rallela ad Ot/ 6do ia R ove taglia Oco. Per tale costruzioae evideD- 
temente si hanno le espressioni 
(o) OP=OR— QP', MP=MQ+P'R. 

Osservando che P'OR=* P'RO=180'— «, e OPll=«— «, dal trian- 
golo OP'R si trae 

X sen (6 — *) n/o X sen» 

0R= ^ ^ P^R= r-- 

, sen 9 seni 

in simil modo, essendo MQP=6, MP'Q=180»— ^, e PTtfQ= 
YOy=0 — 6, dal triangolo MQP' si ha 

Q*^=~liSl " Ì^B • ^^ ^9- 

Quindi, sostituendo i valori trovati nelle espressioni (a) , se ne dedu^ 
cono le formule 



(<) 



X sen (e — *)+Y s«i(6— jSÌ 

0?= ;; ^ 

senB 

Xsena-f-Ysen^ 

^ seno 



Neir uso di queste formule conviene definire esattamente quali 
segni debbano attribuirsi agli angoli in esse^contenuti. Gli angoli 
xOy=^,a}OX=0L , e cdOY=j3 hanno il segno positivo quando sono 
diretti dalla medesima parte di Oa>, e gli angoli 2/Oa7=6,2/OX=6 — «, 
e t/OY=^ — ^ sono positivi quando son volti dalla medesima parte 
di 0;/: perciò, se nella prima o nella seconda serie alcuno degli 
angoli è volto dalla parte opposta al primo, è necessario attribuirgli 
il segno negativo. Si osservi che Y angolo o può ricevere tutti i 
valori compresi fra 0^ e -j"^80*, mentre i valori di * e di j5 sono 
fra — 180*^ e -f 180^ 

Dalle formule (1) si deducono immediatamente quelle che con- 
vengono al problema inverso, di ritornare cioè dal nuovo al primi- 
tivo sistema di assi. Infatti basta cambiare in esse a> e y in X e 
Y e reciprocamente ; quindi 6 in ^— « , perchè air angolo coOy 
si deve sostituire quello formato dai nuovi assi; poscia * in — * 
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e ^ in — a, perchè agli angoli che i nuovi assi fanno con Oo^ cor-- 
rispondono quelli che i primitivi fanno con OX, e finalmente, per 
ciò che abbiamo ora osservato, cambiare fl — et in /3 e fl — p^ in /S — fl. 
Quindi le formule richieste sono 

^ CD sen 0-|-j/ sen (fi — fi) 

sen (^ — a) 

In alcune particolari circostanze le formale (1) e (2) diven- 
gono più semplici: 

4,® Quando gli assi primitivi sono ortogonali, ossia fl=90^ e 
gli altri obliquangoli, esse si riducono alle seguenti 



(3) 



(*) 



{w=X cosx-\-Y cosfi, 
!/=X sen a-\-Y sen p ; 

Y a> sen /3 — y cosfi 

sen (p — ») 

Y — 0? sen cù-\-y cos et 
senjfi — a) 



ZP Se gli assi primitivi sono obliquangoli e gli altri ortogo- 
nali, cioè ^=90®-{-a, le formule generali si trasformano nelle 

X sen (6 — et) — Y cos (fi — et 

a)= T > 

i»\ y seni) 

' ^ Xsen a-l- Y cos et 

y= 'i ; 

seno 

y^x { X=^a? cos a-f-y cos (fl — et), 

\ Y= — X sen et-i^y sen (0 — et) : 

3.^ Ambedue i sistemi essendo ortogonali si hanno le formule 

,w. j a)=Xcoset — Yscna, 

I t/=X sen et~{-Y cos et; 

Gwm, ÀwU 4 



m 



ÌX=j: cos a-\- y$en et, 
Y= — a; ìen ct-\-y coi « 



22. 3." Caso. Essendo yOoj il primitivo sistema di assi e YCVX 
il nuovo, condotte da (V le rette CB e O'A respettÌTameirte parallele 
ad Cte e Oy, si effettuerà questa generale trasformazione cam- 
biando primieramente l'orìgine col 
sostituire il sistema AO'B al primi- 
tivo, e poi la direzione col passare 
da AO'B al nuovosistema YO'tX me- 
diante le formule (1 ) del o.' 20 e (1 ) 
del II' SI. Quindi, ritenute le nota- 
zioni di sopra usale per le coordinate 
di 0' e per gli angoli yOai, XO'B e YO'B, avremo per le formule di 
trasfunnazione proprie a questo cjso 



Ci 






!/=yo+' 



Xierja+YNC'i ^ 



filMfcml di coor Inate re<*l!!RCC — polari. 

23. 1." Caso. Dato tin sistema di assi coordinati comprendenti 
fra loro un' angolo yOa!=i, e dato 
un sistema polare avente il polo 
jiel punto 0' (oB^ , t/„) e per direttrice 
la retta O'Dche forma con O'A, pa- 
rallela ad Ox, l'angolo DO'A=«, si 
voglioDoesprimerelecoordioate ret- 
tilinee di un punto M (ir , y] in fun- 
zione delle sue coordinate polari 0'M=PeMO'D=j> e delle quantits 
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noie cCj, j/jj, j, a. Abbiamo evidenlemente 

OP=^OB+0'A. MP=0B-(-5IA; 

e dal triangolo MO'A si diiduce 

I 

Qf^_0'iM scn 0'MA_p sen (d— a — ^) ,> . _ 0'M sen MO'A _ f seti {st'{'p) 
~8enO'ÀM send * ~" sen O'AM " sen ^ 

quindi, fatte le 605tituzioni, si hanno le formule generali richieste 

, fsenid — et — <t>) 
(1) l *' spnd 

^ «end 

Si osservi che a può ricevere tutti i valori fra (^ e 180^ Quando il 
primitivo sistema di assi è orto(?onale si ha 0=90^ e perciò 



(2) ( ^=«^oH-^^^«(^+^)' 

\ y=yQ-^P sen (a-|-9). 



Se inoltre Tasse polare è parallelo ad Oa?, ovvero a=0, le formule 
si riducono alla forma più semplice 

/3>j I a>=x^-\-p cos p, 

le quali, quando il polo coincide con la origine » diventano 

/f\ f X=pCOSpj 

\ y=p ien p. 

24. 2.^ Caso. Per trattare il problema inverso, quello cioè di 
esprìmere le coordinate polari di un punto qualunque per mezzo 
delle rettilinee, riterremo le notazioni precedenti. Per la formula che 
dà la distanza di due punti in funzione delle loro coordinate retti- 
linee (n.^7) immediatamente si ha P ; e dalle formule (1) del n.^23. 



eliminando p, si ha l'espressione di tang («-]-?.): quindi abbiamo 

QHeste formule di trasformazione non sono mai adoperate in tutta 
la loro generalità. Allorché il sistema rettilineo è ortogonale, ovvero 
6=90*, se ne ricavano le seguenti 

/ tang («-L?>)=^- 

Quando inoltre X asse polare è parallelo a quello delle a?, cioè a=iO, 

abbiamo 

r 

P=^(a?_a?,)2+(t/-t/o)'' 

(3) ^ y — w 

dalle quali, se di più il polo coincide coli' origine del sistema ret' 
lineo, si deducono le seguenti di forma più semplice e più usata 

Umq p = 



X 



I. Data la relazione a?*-[V — 4a?-[-15j/=f2 a cui soddisfatta 
le coordinate di un punto, determinare quella in cui essa si trasforma 
trasportando l'origine degli assi coordinati nel punto {x=z% j/=7, 5). 

U. Le coordinate di un punto in un sistema di assi ortogonali 
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soddisfano alla relazione %^ — <x?=z\ò, determinare ciò che questa 
diviene prendendo per nuovi assi le bissettrici degli angoli compresi 
fra gli assi primitivi. 

III. Trasformare l'equazione 7aj* — 13a?y-j-7j/^=23 da un sistema 
di assi, comprendenti un angolo di 60^ in un sistema formalo dalle 
bissettrici degli angoli compresi dagli assi primitivi. 

IV. Trasformare l'equazione j/*-(-1 ,5a?j/ — a^-^ìx — 9j/=12da 
un sistema di assi che fanno un'angolo di 60^, ad un sistema di 
assi ortogonali conservando il primitivo asse delle x. 

y. Date le coordinate x^ y di un punto qualunque riferito al 
primitivo sistema di assi xOy (aOt/=0), e quelle X, Y riferito ad 
un nuovo sistema XOY (X0Y=9) ) dimostrare che sussiste la re- 
lazione : 

a?«4-y«-|-2aJt/ cos tì=X'+Y»+2XY cos ©. 

VI. Trasformare l'equazione \6x* — 25y*=144 da un sistema 

ortogonale ad un sistema obliquangolo tale che il nuovo asse delle 

X faccia col primitivo un' angolo la cui tangente trigonometrica 

equagli 0,8 ed il nuovo asse delle y faccia col primitivo asse 

delle CD un' angolo la cui tangente trigonometrica sia eguale 
a — 0,8. 

VII. Trasformare le equazioni 

riferite ad assi ortogonali in coordinate polari, situando il polo nel- 
r origine del primitivo sistema e preadendo per asse polare l'asse 
delle X. 
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Vili. Date le seguenti equazioni: 
4(05*— j/*)— 25=30, y^—3Qxy-\ x^=0, 

t/(7 -x)—x'=0 . y\<v+l)-x{x—i){x -^- 5)=0, 

{x'-\-y^-r 1 6 j'— G 4 j?'— 256=0, j^-,2a?(a?— 7)y«— a?*— 35a?*=0 
in coordinate rettilinee ortogonali, trasformarle in coordinate polari 
ponendo il polo neir origine del prioiitivo sistema e prendendo per 
asse polare Tasse delle x, 

IX. Trasformare da coordinate rettilinee obliquangole ( essendo 
^ Vangelo degli assi) in coordinate polari le seguenti equazioni : 

3aj'±4j/^=i2 (e=60®); xy=2ò (fl=54'); 
yV— <6)+^'(25-a?)=0 (d=45^; 

situando il polo nelf origine del primitivo sistema e prendendo per 
asse polare Tasse delle w. 

X. Trasformare da coordinate polari in coordinate rettilinee 
ortogonali le sotto notate equazioni, ponendo T origine del nuovo 
sistema nel polo e prendendo per asse delle x Tasse polare: 

P' sen 2?>— 72, P=3(2 eo$ p—b seti p\ 

f '=25 cos 2?>, p=3 cos p — 2 «e» p, 

y7 cos r=5, P(1 — sen 29)=< < cos p, 

y/p==Jcos^, Pcos^P=\. 

XI. Trasformando Inequazione 

da un sistema di assi Ox^ Oj/, (aOt/=g), ad un nuovo sistema OX, 
OY, (XOY=e), le quantità 

A+C— Bcosj B'— 4AC 

sen^^ ' sen^Q 

rimangono invariate, ovvero, rappresentando con 

AjXJ^l B,XYH-C,Y*=H 
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la trasformata della equazione (1) si hanno le relazioni 

(2) A-i-C— B cQsfl _A^+Ct— B^cose . B'— 4AC B,'— 4A^(:, 
sen^ 6 sen* © ' sen^ fi sen? ~ ' 

La diretta dimodtreziooe di questo Teorema fondata sull'uso 
delle formule di trasformazione esige calcoli assai laboriosi ; per- 
ciò è da preferirsi la seguente dovuta al Prof. Booie. 

Le quantità a?*-|-2a?j/ cos 6-|-J/'» X.*n-2XY cos 6-j-Y* esprmìendo 
il quadrato della distanza di un punto M dalT origine O nelTuno 
e neir altro sistema sono identiche; laonde anche le due (luanlilà 

A(X«+2X Y co$ e -^-\«j +(A,X--i-njXY-i-C,Y*), 

nelle quali A è una costante aii)itraria suscettiva di ricevere un 
valore qualunque, sono parimente identiche in quantochè tradu* 
cono in ambo i sistemi la formula AOM*-[-H. Pertanto eguagliane 
dote ed ordinando si' ottiene: 

(a) <A4-A) -:-xy{2 Ac-osfl-|-B)-ì-jr(A-rCj 

=X^(A-;-A,ì+XY(2 Aco5 ©-j-Bj)-',- YV -pC,). 

E se si attribuisce a A un tale valore per il quale il primo membro 
di questa identità divenga un quadralo perfetto, esso deve evi- 
dentemente rendere anche il secondo membro un quadralo perfetto. 
In conseguenza le due equazioni di secondo grado 

\+f:-B^ostì B*-4AC ,. 
' setr 6 serr A 

A +-,-n.^,. ■V-iA.C 

' serr ^ sevr Q 

le quali esprimono ie condizioni affinché ambo i membri della (a) 
sieno quadrati perfetti, devono dare i medesimi valori per A e perciò 
devono identificarsi. Quindi eguagliando i coefficienti dei termini cor- 
rispondenti si ottengono le reiasioni (2). 



t>ìl*V^W5^ 



■•H*' 
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C A P I T L OyiL 



ClassIflcABlone delle linee. 



25. Ogni linea si può sempre considerare generata da un punto 
che si muova, il suo movimento essendo altronde definito da leg- 
gi costanti e note: e la equazione di essa si stabilisce deducendo 
dal dalo modo di generazione la relazione analitica che invariabil- 
mente deve collegare le coordinate appartenenti ad un suo punto 
qualunque. Questo metodo che di frequente si adopera onde per- 
venire alla equazione di una linea solo apparentemente difierisce 
da quello sviluppato nel n.^ 8. poiché dalla natura del moto con cui 
il punto generatore la descrive si può ricavare una sua generale 
proprietà. Così la circonferenza del circolo si genera da un punto 
il quale si muove in guisa che la sua distanza da un punto fisso 
rimane invariata ; la ellisse da un punto che nel suo molo sta da 
due punti fissi a tali distanze la cui somma rimane sempre co- 
stante; ed è evidente come la legge da cui dipende il moto del 
punto generatore somministri quella proprietà secondo la quale cia- 
scuna di esse già si determinò. Nullameno è opportuno d* illustrare 
con esempi questa maniera di stabilire l* equazione di una linea in 
quanto che spesso il suo modo di generazione può esprimersi con 
semplicità grandissima assai più che la proprietà in esso involuta. 

Cicloide. 

26. La Cicloide è una curva descritta da un punto posto nella 
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nrvonferatxé di un cireeìe mentre questo ruotando scorre lungo una 
retta fina. 

PsoBLGH*. — Determinare in coordinate nttitinee l equazione 
Helta cicloide. 

Si prenda fa retta fìssa per asse delle ao, e si ponga l'ori- 



gine di mi sistema ortogonale di assi in ove il punto genera- 
tore H era sulla retta fissa Oai; sìa AM6 una posizione del cir- 
colo mobile di raggio eguale a R , e perciò H sia un punto della 
curva. Per la legge con cui si effettua il moto di M l'arco AM 
eguaglia in lunghezza la retta OA. Inoltre sia D il punto sulla 
retta Oco in cui il punto generatore M torna di nuovo a coin- 
cidere con essa di guisa che OAD eguaglia la lunghezza della 
circonferenza del circolo mobile. Si bissechi OD e in T buo punto 
di- mezzo si inalzi la ordinata TV=2R; dalla generazione della 
curva V resulta il punto più alto di essa. Posto OP=ot, PM:=y, 
MCp^dt essendo 0A=: arco AM, si ottengono immediatamen- 
te le relazioni 

(1) fl3=R{d— senfi), y=R(1 — cosfl). 
dalle quali, eliminando l'angolo ausiliare fi, si deduce 

(2) x=^ are sen ( ^^^^^~^^ )~)/y{^R—y) 

per l'equazione della curva. 

Siccome sen & e cos ^ pigliano i medesimi valori allorché d ^ 
aumentato di 2ir, 4», 6», ... ìnn evidentemente apparisce come y 
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riceva Talori che periodicamenle si riproducono ( il periodo è coro- 
. preso fra e 2R}, mentre i valori di co fra 2(n — Ì))rR e SnirR si 
formano da quelli del perìodo precedenle nel medesima ordine, 
ciascuno dì essi però aumentalo di 2irR: laonde la cicloide si 
compone di ardii eguali ad OVD, a destra ed a sinistra dell'ori- 
gine O. 

La retta OTD cbiamasi base, la TV altezza ed il punto V ver- 
tice dell'arco cicloidale OVD, 

Splpftle 41 Arehlmole. 

27. La spira'e di Archimede è vtta curva descritta da un punto- 
che percorre con moto uniforme partendo da un punto /Ssxo una 
retta mm/re questa ruota uniformemente intomo ad esso. 

Pboblema — Determinare in coordinate polari l'equazione del- 
la ijÀrale di Archimede. 

Si ponga il polo nel punto fisso od origine 0, e si prenda 
per direttrice la posizione iniziale 
della retta che ruota intomo ad 0, 
con il quale il punto generatore 
M coincide. Sia o;=0a la lun- 
ghezza percorsa da M allorché 
la retta OA ha descritto un ango- 
lo eguale alla unità; sia poi P 1^ 
lunghezza del cammino percorso, 
da M allorquando OA ha descrillo l'angolo ?>==MOD. 

Per la data legge di generazione deve , per qualunque posi,- 
zione di M, sussistere la relazione 



(la cui si deduce P=a?>, equazione della riirva. 
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28. Essendo nel sistema cartesiano le linee pienamente rappre- 
sentate dalle loro equazioni, fa d*uopo esporre alcune delle essen* 
2iali proprietà che queste godono. 

In prima si supponga la equazione di una linea, algebrica, li- 
berata da ogni irrazionalità, ridotta intera: allora la sua forma 

generale, m essendone il grado e — (»»H-i) (w-f-2) il numero dei 
termini, è 

FM=A,a.'»H-A,a>'»-«y-|-A,a;"-»j/«+ +A^- 

-|-B„(r'»-'4-B.aj'^V+ +B„-,J/"^' 

+ 

-fT,aH-T.y 

4-u. =0 ; 

ovvero F(a,,y)=U,+U,H-U.+ ... +U„, in cui U,,U,. D....U, 
denotano respettivamente il termine costante, e funzioni omogenee 
di 1', 2^ . . . w*^"^ grado in a? e in y. 

29. Teobema I. // grado m della equazione algebrica F (a?,t/)=0 
rimane lo slesso qualunque sia il sistema di assi a cui essa è riferita. 

Essendo Oco, Oj/ (aOy=6) il primitivo sistema dì assi e pren- 
dendo un nuovo sistema CX, O'Y, determinato da a>=^a, y=b, 
e X0'Y=O si ottiene la trasformata sostituendo in F(a?, t/)=0, ad 
a? e ad t/, i loro valori ( n ° 22. ) 

~ sentì Z- senio ^ i ^ « ' 

ed y=6-f '^ X-|-??!L%=6+6,X-f 6,Y , 

seno senO ' i ^ » 

la quale trasformata . perciò è F ( a-j-a^X-f-a^Y, fr4"6^X-|-6j )=0. 
Questa non può risultare di grado superiore ad m: perchè U„ con- 
tenendo tutti i termini del grado il più elevato m di F(a7,y) e 
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\(x>"''^t/ essendo il soo termiRe generale, quello corfìspondenfe 
uelia equazione Irasformaia è 

Ap a-j-«^X-;-a,Y 1 6-|-6,X-j-5^Y dal quale evìdeniemenCe 

non può derivare alcun termine il cui grado superi m. Né può 
avere grando inferiore ad m poiché se ciò avvenisse, ritornando dai 
nuovi ai primitivi assi con inversa trasformazione, si dovrebbe di 
nuovo avere le proposta equazione, e perciò effettuando questo pas- 
saggio, aumenterebbe il grado della trarlòrmata contro ciò che già 
si è stabilito. 

30. Teorema II. Considerando due linee rappresentale da equa^- 
zioni algebiche fra coordinate rettilinee F^fa?, j/)=0, F/o?, j/)=0 , la 
prima del grado m , /' altra del grado n , il numero dei punti se- 
condo cui e8$e possono intersecarsi non supera mn. 

Le coordinate di ogni punto d' intersezione dovendo soddisfare 
nel medesimo tempo ad ambo le date equazioni, per ottenerle fra 
queste si deve effettuare la eliminazione di una delle variabili, per 

esempio della a?. La risultante R(j/)=0, essendo dì grado non su- 
periore a mn, può dare solamente mn valori per hi j/, ed accop- 
piando ciascuno di questi col valore corrisiwndente della x si ot- 
tengono mn al più coppie di valori di x e y atti a soddisfare le 
proposte, e così mn punti. 

Corollario L Se una delle due linee, per esempio fa seconda 
fosse una retta, l'equazione sua F^{x,y)=0 dovendo essere di pri- 
mo grado in ore jf, o ?Jx,y)=y—ax — 6=0 il numero delle inter- 
sezioni non può mai superare m. Infatti le risultante \n x h 
¥^{x,ax-\-b)=zO equazione il cui grado è m, e le cui m radici 
x=ct^, x=oL^^ ...ar=a^ unite ai corrispondenti valori della y, 
f/=a^^-|-5, y=a«,-j-6, . . . j/=afl&,^-|-6, determinano i punti di in- 
tersezione il numero reale dei quali dipende perciò dal numero 
delle radici reali della risultante. 



[ 
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Corollario li. Se 8i considerano una linea rappresentata in 
coordinate rettitinee da una equazione trascendente, ed una retta, 
il numero delle intersezioni, reali ed immaginarie, supera qualun- 
que numero dato. 

Dimostrerenao questa proposizione supponendo l'ordinata o 
funzione esponenziale o trigonometrica dell'ascissa, gli altri casi 
potendo in generale trattarsi in identico modo* 

<.• Sia t/i=a* la linea data. 0?=*- la retta, essendo una 

costante arbitraria suscettiva di divenire maggióre di qualunque 
quantità assegnabile, i punti d*intersezione dipendono dalla risultante 

f , la quale ammette tante radici , reali ed immaginarie ; 

quante unità sono in ^. Pertanto le intersezioni della retta colla 
curva aumentano con ^, ed il loro numero diviene insieme con ^ 
maggiore di qualunque numero dato. 

2.® Sia y= sen a> la curva, ed j/=0 la retta ; V equazione ri- 
sultante sen a?=0, ammettendo le radici — n^, . . . — t, 0, w, . , . n* 
(n essendo un intero qualunque) il numero dei punti d'intersezione 
(j/=0,aj=0)... (t/=0,a?=zi=n»r) è anche in questo caso evidente- 
mente maggiore di qualunque numerò dato. 

31. Dal modo di generazione delle linee di sopra svolto, de- 
riva naturalmente il principio per il quale si possono classificare. 
Una linea, curva o retta, considerata come il luogo di un punto mo- 
bile, assume una forma la quale dipende dal numero delle volle 
che esso giace sovra una retta fìssa arbitrariamente condotta, ov- 
vero dal numero delle loro intersezioni ("reali ed immaginarie). Se 
questo numero è determinato, la linea potendo in coordinate ret- 
tilinee esprimersi per una equazione algebrica dicesi algebrica; 
se invece è maggiore d'ogni numero assegnabile la linea, esprimen- 
dosi per una equazione trascendente, nominasi trascendente. Questa 
distinzione così formulata da Leibnitzio fu concepita da Descartes 
il quale però chiamava geometriche le prime e le altre meccaniche* 
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Le lìnee algebriche per il medesimo princìpio, ricevono una 
ulteriore divisione dislinguendosi in vari ordini^ ciasicuno dei 
quali essendo definito dal numero delle intersezioni, reali ed imma- 
ginarie, in cui esse possono essere incontrate da una retta arbitra- 
ria, pei Teoremi dei n.^ 29, 30 è dato dal grado delle loro equazioni 
ridotte razionali ed intere. Cesidi 4.®, 2.^ 3.*,... u****^ ordine sono 
le linee respetlivamente rappresentate in coordinate reUilince da 
equazioni di 1.*, 2.^ 3*, n*^^ grado in a? e t/. Però non sempre il 
grado di una equazione fra le variabili x, y misura Tordine della 
linea a cbi appartiene; poiché se è formata del prodotto di fat- 
tori razionali ed interi in cr, y invece di rappresentare una linea 
propria di quel dato ordine, semplicet simboleggia una linea com- 
plessa, cioè un sistema di linee, ciascuna delle quali corrisponde 
ad uno dei fattori in cui la (Proposta si decompone. Così T equa- 
zione F (a?)=:0, del gradò m, non conviene ad una linea propria del 
fj^etimo ordine, ma ad un sistema al più di m rette parallele ai- 
Tasse delle y ciascuna delle quali risponde ad uno degli m fattori 
lineari eguagliato a zero che F {x) ammette. 



E0crclBl< 



I. Un circolo ruotando intorno al suo centro si muove ester-* 
namente sulla circonferenza di un circolo fisso; i? un punto preso 
nella circonferenza del circolo mobile genera una curva che dicesi 
epicicloide ; 2.* preso dentro o fuori del cerchio mobile, descrive la 
curva che è nominata epitrocoide. 

Determinare, per un sistema di assi ortogonali, le equazioni 
di queste curve. 

II. Un circolo ruotando intorno al suo centro si muova inter- 
namente sulla circonferenza di un cerchio fisso: 1.* un punto preso 
nella circonferenza del circolo mobile genera la curva detta tpoct- 
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claide ; ìP preso invece dentro o fuori del cerchio mobile la curva 
descritta é chiamala ipotroeoide. Determinare, per un sistema di, 
9ssi ortogonali, le equazioni di queste curve. 

III. Dimpstrare che se il rapporto fra i raggi dei due circoli 

fìsso e mobile è commensurabile, tali curve sodo algebriche, se 
incommensurabile sono trascendenti. 

lY. Determinare le coordinate dei punti d'intersezione della 
iretta 0?== — 4 colla curva espressa dalla equazione: 

(ay«_^/)*_(«,*-|-^(4a,_9)+4ir»^0., 
(^ssi coordinati ortogonali). 

V. Determinare le coordinate dei punti d'intersezione della 

retta a>==— colla curva data per T equazione: y — 9=7'^ ( assi. 
6 

coordinati ortogonali ). 

YI. Determinare le coordinata dei punti d'intersezione delle 
rette : 

0?=— 00, . . . cp== — 3, a?=— 2, 0?=— 1, a?=0, a?==-[-1 , 

a?=-|-2 a?=-i-3...a?=-|-c» 

<5olle curve: 

y=ìr\r— r"^) ; smy:% sen ^^-+3 sen n % %en 7rt/=0 

2 3 2 

y=3co«2a?; y=ìiangx\ j/=2seca?; y=senoQ 
]/=5 coiag x j/=0,08 cosec x. 
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CAPITOLO IV. 



Eilnea reilii« 



Le lijee di primo ordine rappresentale da i?na equazione di 
primo grado fra le due variabili a?, y nel sistema d' assi coOy, (a?0y=6) 

sono linee rette. 

La forma più generale di tale equazione è: 

(1) Ay+Ba>+C=0, 

ove A, B, C sono numeri dati qualunque positivi o negativi. 

C 

Se A=0 e perciò a?= — — , la linea che questa esprime aven- 

B 

do per ogni suo punto Y ascissa costante è una retta parallela ali asse 
della y. 

Se B=0 e perciò y= — _» parimente ta^Kneaè'uiia reti* paral- 
lela air asse della a?. Se A e B sono differenti da zero, risoluta la 

B C 

data equazione (1) relativamente ad j/ e posto — -r"=*» — T^^^* ^^" 

vesr cercare il significato geometrico dell' equazione: 
(S) y^zzax-^-h , 

o determinare la natura della linea che essa simboleggia. 

Misurato sull'asse delle y un segmento 0A=6, nella direzione 
Oy od Oj/' secondo il segno di 6, dalla estremità A del segmento 
ti conduca la parallela AC air asse delle co. Assunto poi un va- 



iore arbiirsrio per jo, x=OP=«, sì conduca per P un* reti» 
parallela all' asse OV, e sia p il 
punto ove questa taglia la AG. 

Avendo poi dulia (2) ^ —=a od 

CD 

m, OA 

^ =a, si deterraini sulU P;» 

un plinto M tale che per esso sU 

MP_OA Mu , . , ,. 

— Qp — =—=0; a valore numerico dato. Pertanto attribuendi» 

successivamente alla ir dilfercnti valori , e dcteraiiiiati i punti corri- 
spoDdenti M le cui coordinate soddisfano alla datk equazione, essi 
formano la lioea da questa rappresentata. Ha aawodo il rapporto 

_£ costante, qualunque sia M, essa è evidentemente una retta. 
Ap 

Nel n." 9 si dimostrò poi la reciproca cioè che ogni retta è data 

per una equazione di primo grado, ed è perciò una linea di primo 

ordine, e si fissò il geometrico significato delle due costunti che 

appariscono nella sua equazione- Questa poi oltre le forme (1) (ì), 

ne ammette altre in cui viene dì frequente usate. 



Forate dltfcrrtitl «lell* e(|aKBlan« della retta 

33. Pboblema I. Determinare le lunghezze dei segmenti che la rcUa, 
Ai/-f-Bai-j-C:=0, taglia sugli assi 
coordinati e per mezzo di essi eapri- 
mere le costanti della sua equazione. 
L« coordinate di ogni punto della 
retta dovendo soddisfarne Tequazio- 
ne, e quelle del punto M ove incon- 
tra l'asse della w dovendo essere 

{a3=0M=p, y=OJ sì ottiene Tip \ C=o; e perciò p=—^ . Simil- 

B 
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iDeote pel punto N ove taglia Y asse della 2^ (2/=f=sQN,a9=:0) si hs^ 

Q 

A^C=50; donde 9= — y^- 

Divisa ora la equazione gei^erale per C, e posto in essa 

^-=; — -, ,-5= — -, la forma richiesta è: 
C q C p 

la quale poi rimane la stessa per assi obliquangoli od ortogonali., 
È evidente come la posizione della retta relativamente al dato^ 
sistema di assi dipenda dai segni delle quantità p, q. Quindi mess^ 
in evidenza i segni, abbiamo che : 

— -|-^=r4 rappresenta la retta MN, 

p q 

— — -i=1 rappresenta la retta MN-; 

P q 

-^ — — =1 rappresenta la retta M^N ; 
^+— =i;-*4 rappresenta la retta M.N-. 

q P 

Se una delle quantità A,B si annulla, per éiaempio A=0, il 

C 
segmento che le corrisponde, q= , diviene infinito : e la retta 

A 



a) 



=4 , tagliando uno degK assi , quello delle y , ad una dist$^za 



P 
infinita è ad esso parallela. Il che corrisponde al n.^ 32. 

34. Problema II. Esprimererequazianè della retta mediante la 
lunghezza della perp^icolare abbassata su di essa dalVorigine delle, 
coordinate^ e mediante gli angoli che questa forma cogli assi. 

Essendo yOa> il dato sistema di assi, yOa>=^i^ si indichino 
con P la lunghezza della perpendicolare Op, abbassata dall' origine 
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b del sistema saìla retta MN. clata dall' equazione 

^+^=1, (p=OM, 9=0N) e con a=pOM,^=pON gli angoli che 

P q 

tale perpendicolare forma cogli assi delle w^ e delle y. Dai trian- 

p p 

goli rettangoli f)OM, pON, si trae je)=ì , 9^== e quindi so- 

co$ oL eos ^ 

stituendo si ottiene per la retta la richiesta equazione: 



(1) y co$ ^"{-^ cos X — P=^ ove a-f-p==fl 

Per il sistema ortogonale di assi, avendo ^^OO^-^— «» essa di- 
viene : 

(2) y sen ^fr-j-o? cos «=±P. 

Per ridurre la generale equazione della rettft Ay^'Bah\-C=^0 
alla forma y cos p^-\-oo cos a, — P=0 è necessario in prima determi- 
nare gli angoli che essa fa cogli assi coordinati, e quindi la dire- 
zione e la lunghezza della perpendicolare condotta su di essa dal- 
r origine^ 

35. Problema I. Deìmimare gli àngoli X e 11 che la retta 
Ay-f"B^H~^=^0 Tcs/j^Uivamente forma cogli assi deUe od e delle y^ 
esisendo a?Oy=d l'angolo del sistema* 

Risolvendo la data equazione successivamente per y, e per o^ 
abbiamo : 



B G 

A A' 


<c=. 


B* B 


donde (n.* 9) 


sen A 


B 


wn/A _ 


A 


sen (j — X) 


^A' 


aen{^ — 1*) 


B' 



le quali conducono alle seguenti espressioni: 

1 

4^».^ 1 — B sen A , — ^A sen 
tang/.=-. — -- — L, Umgii=: .. 

A— Bcosj' ^^ B— A cose 



u 

Queste somministrafio quelle più usate: 

(1) $cn?i=—: — -_ — ^ senuL^z-r -- 



Se il sistema di assi è ortogonale, o ft=UO®, sen /x= co$ \ 
le (<) si cambiano nelle; 

PaoBtRWA H. Determinare la lunghezza e la direzione delia 

perpendicolare P condotta dall'origine delle coordinate siiHa reUa 
Aj/+Ba!-fC=0. 

I segmenti che questa determina sugli assi Oy, Oa>, sono 

espressa (n* 33) da q=z — — , p=— £, inoltre osservando che 

A B 

la perpendicolare P dìviife il triangolo chiuso dalla retta e dagli assi 

in due triangoU rettangoli sì hanno le reiasioni P^psenA, 

P=qseniL, da ciascuna delle quali per le formule (1) sì deduce: 

(3) . Pzrt .._-~^.??'*3 



VA^+B*— 2ABco5d 

in cui convieae attribuii »l radicale il segno -f o — per modo che 
P abbia sempre valore positivo. 

Per determinare poi la direzione della perpendicolare OP s' in- 
dichino con «»/Jl gli angoli cbe essa fon&a cogli assi Ow, Oy. Dai 
triangoli rettangoli formati da OP si ricavano le relazioni: A=«-f-90', 
^=0-|-9O*: da cui si trae 4enA=oos«, sen ix.-= eos ^ e perciò, 
per le (1). 



Biewj »^.-_ Aaend 



V A'-^B»— 2 A B cos d VA*-fB*— 2 AB cos d 

Se il sistema di assi è ortogonale, d=90' ed ^=90* — et, le 
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formule (3) e (i) divengono: 

(5) 



(6) cos afe= .i_j =r^ sen c^ 



PiOBLUf A IIL Ridurre la e^MOstone Ay-f-Bonf^^usO of/a /èrma 
y cos ^-j-fl3 cos iit— Pssfl. 

BloItipIicaodoBe tatti termiiu pel fattore 

seni 



VA'+B»— 2AB cos d 
si ottiene; 



A sen , B sen d 



Va*+B*— 2 AB cos e VA*+B«—2AB cosd 

[ Csen6 _ n 

VAH-B*— 2AB cos d 

per la (3) e le (4), y cos ^-\-w cos et — ^P=0 la quale, quando il 
sistema degli assi è ortogonale, si riduce a, y sen ct-\-(v cos cu — P=0. 



lastone di mi» retti 
Mediante date ee^dlBleal* 



36. L'equazione di primo grado a due variabili, oo edy, con- 
tenendo due costanti arbitrarie essenzialmente distinte, la retta da 
essa rappresentata può essere sottomessa solo a verificare due con- 
dizioni le quali conducendo a due relazioni fra quantità date e le 
arbitrarie danno modo di determinarle. 

E le coppie di tali condizioni necessarie e sufficienti alla com- 
pleta determinazione di una retta sono: 1.^ due punti per cui 
debba passare; S«^ un punto dal quale debba condursi e Pan- 
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gole che debba chiudere con una retta data. Quindi per trattare 
compiutamente questi casi è necessario risolvere i diversi problemi 
seguenti. 

Problema. I. Trovare l'equazióne generale delle rette che pas- 
$ano per un punto dato (cr^, yj. 

Sia ly'^mx-{-n=0 l'equazione generale della retta in cui /, 
m e n sono costanti arbitrarie : dovendo il punto dato giacere su 
di essa, è necessario che sussista T equazione ly^-\^fi^oi>Q'-^n=0 me- 
diante la quale si può eliminare una delle arbitrarie 

Quindi eliminandovi la n si ottiene per reqfUazione ciercata 

(<) (y— y«)-i-'^(a'— a'o)=^> ove ^=7 • 

. 

Probleva II. Determinare le coordinate del punto d' intersexione 
delle due rette: Ay4-Ba?-[-C=0, A'y+B'a^-j-€'===0'Va) 

Il punto cercato (X,Y), dovendo nel medesimo tempo giacere 
sulle due rette, bisogna che le sue coordinate soddisfino contem- 
poraneamente ambo le loro equazioni; e perciò sono 

(2) Y=?g=8?„ ^^A'C-AC ' 



AB'— A'B AB'— A'B 



per brevità 



(3) Y=m, x=m 

^ ' (AB*) (AB') 

notando con (AB') la differenza AB' — A'B e così per tatte le altre. 
Se (AB')=0 , e (BC) , (A'C) diverse da zero, essendo Y=oo, 
X=oo le rette date sono paralelle: se poi 

(AB')=(BC')=(A'C)=0 od ^ ^ ^ 



A' B* C" 



le rette date si confondono insieme. 
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Corollario I. Date le equazioni dì due rette (a) trovare V equa- 
filone generale di quelle condotte per il loro punto d' intersezione. 

Questo problema facilmente si risolve adoperando il seguente 
lemma: gè F(aj,j/)=0, /(r»,t/)=0 rappesentano due linee, quella 
espressa da F (a?,j/)-{-A /'((»,t/)=0 (ove A è una costante qualunque) 
passa per ogni punto ad esse comune. 

Quindi la equazione (3) {At/-[-Ba?-|--C)4-A(A'j/4-B'a?-]-C')=0 
che evidentemente appartiene ad una retta, rappresenta quella con- 
dotta per la intersezione delle (a), poiché se vi fossero sostituite le 
coordinate del punto in cui esse si tagliano rimarebbe soddisfatta, 
separatamente annullandosi i due termini che compongono il suo 
primo membro. / 

CorollaHio II. É facile dedurre da cjò la condizione affinchè 
le tre rette Ay+Bo? 4-C=0, A'yH-B'aj-j-C'=0, A''i/-!-B"a?^-C"=0 
s'incontrino in un punto. 

Evidentemente le coordinate del punto d'intersezione di due di 
esse devono soddisfare V equazione della terza retta ; ed adoperando 
le espressioni (3) si ha per la richiesta condizione: 

. A"(BC')+B"(CA')+C"(AB')=0 
(4) J A(B'C")+B(C'A";-|-C(A'B")=0 

( A'(BC'0+B'(A"C)-l-C'(AB")=O 

Però dal principio posto nel Corollario I si trae il nuovo e più 
comodo criterio seguente: Tre rette passano per un medesimo punto 
quando moUiplieata ciascuna delle loro equazioni per una costante 
arbitraria ed insieme addizionate la somma è identicamente nulla. 

Ciò essendo la relazione 
/(Ay-f-Ba)+C)+m(AV+B'aj+C')+n(A"t/-f-B"<r+C")=0 

m 

ha luogo qualunque sieno co,y. Infatti allora quei valori delle coor- 
dinate che separatamente anmiUano i primi due termini del primo 
naembro devono necessariamente annullare anche il terzo. 



PtOBLBMA I!I. Determinare Vangalo formolo dalle rette date per 
le equazioni At/-;-Ba?-i-C=0, AV-fB'a?-|-C'=0. 

Sia r angolo degli assi, « quello formato dalla prima retta coU 
r asse dello w, ci quello della seconda col medesimo asse, e ^ i* an- 
golo delle due rette. Per il triangolo chiuso fra le rette e Tasse delle ao 

81 ha ?>=« — oi e Uing p= ^J^^ *^ — ; 

k-^lang a iang X 

ma (n. 36) tana a=r^ — =r — ^, tang et = -- — -- — i- 
^ ^ ^ A— Bc4sO' "^ A'— B'eostf 

e quindi 

(5) ianupT— ^ f 



AA'+BB'— (AB'-f-A'B) co% ft' 

Se il sistema di assi è ortogonale, O=90^ la espressione (5) 
si riduce alla: 

Corollario I. Condizione affinchè le due reUe siano parallele. 
È questa evidentemente data da p=0^ o tang p=tO e perciò da 
(7) (AB')=0, la quale rimane la slessa e per assi obliquangoli e 
per assi ortogonali. Se le equazioni delle due rette hanno la forma 
f/=aa?-j-6, y=a'a?-{-6' {b) essa diviene: a=a' {S). 

Corollario IL Condizione affinchè le due rette sieno perpendi- 
colari. Dovendo essere ?>=90^ o tonjf?>==oo, dalle formule {JS^ (6) 
immediatamente si deduce 

(9) A A'+BB'=(AB'+A'B) eos fl 

(10) AAS-BB'=0 
secondocbè gli assi sono obliquangoli od ortogonali : ed 

(H ) 1 +a« n- («-!-«') ^o« fl==0 
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quando le rette sono date dalle {b) e sono riferite ad assi obli- 
quangoli od ortogonali. 

37. Pboblbma I. Trovare F equazione della reltm condotta fet 
due doli punti {w^, y^) e (oj,, yj. 

La retta die paBSà pel ponto {<D^^y^ è data da 
{a) (y_y^)+A(a>— a?j)=0; 

ma passando per [co^^y^ deve sussistere la relazione 

^» — Vi 

Elioìinando perciò dalla (a) la indeterminata A , si ottiene per la 
retta richiesta Tequazione 

(i) y — yt_y.— gt ^ 

la quale, togliendo le frazioni, diviene 

(2) j/(a>.— <»i)— ^(y,— yi)H-K!/,)=o. 



CoBOLLAHio I. L'equazioni (1) e (2) si rendono più semplici 
secondo la posizione dei punti dati. Cos^ 

— ^ — = — ?^ od y(a?j — x^ — ^J/i-|-^i!/j=0 conviene alla retta 
oc — a?| ct/j — x^ 

condotta per il punto {p^, 0) preso sull'asse delle a> e per (a?,, y^ : e 

similmente yirlx:z=^ÌllMs od yx^ — x{y^ — y^ — y^x^d^ se il primo 

X x^ 

punto giace sulF asse delle y ; ^ yt J-JLi=0 od 
■^ X ^ x^ 

yx^-^xy^ — 2/i^8=0 se uno dei punti giace suirasse delle y e 
l'altro su quello delle x; ^==^ od yx^ — i»t/j=0, se il primo 

punto coincide coli' origine delle coordinate. 

Géom. Ànal, ^ 7 



\ 



se 

CoBOiti^iUO II. Ljai condizione affinchè tre punii (o?^, y J {x^ y J 
(0^3,2/3] siano in linea retta si ottiene ponendo te coordinate di 
uno, di essi nella equazione della retta che congiiinge i due rima- 
nenti Pertanto essa è 

Problem4 II. Determina/re Vegtmzione di una retta che passa per 
un punto dolo (o?^, y^ , e che forma un 'angolo dato p colla retta 
y=aa?-|-&y l'angolo del sistema di assi essendo ^. 

Sia r equazione della retta dimandala: y — j/Q=fl'(^ - «^q). Ia 
formula (5) del 9.^ 36 diventa 

(a — a') sen d 

4 -\-aa-\- ( a-f a)cos ^ 

dalla quale si deduce 

sen{'&-\-P )-\~a sen p 
Pertanto T equazione diyìene 

e se il sistema di assi è ortogonale si ha 



/Mv acosp-^senpf % 

(5) y — Va= -\^ — ^ft)- 

^ ' ^^^ cos^-|-a «eti^^ •^ 

CoBOLLABio I. Se la retta data è uno degli assi coordinati 
rqc[ua;^opì (f) 6 (S) 8i semplicizzano. Infatti si trasformano aelto 

se la retta è l/asse delle x, e nelle 

senp 
se essa coincide coir asse delle y. 
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Corollario II; Condurre vna retta per U ponto [x^.^^ paT'aì- 

lelamenle alla retta data y=aai-\-b. L' equazione della retta cercata 

immediatamente sì deduce dalla (l) o dalla (5) ponendovi f>i=0 ; 

quindi è ^6) y — y^^a{a> — aij, qualunque sia il sistema d'assi. 
Corollario III. Condurre per il punto {ct'g^y^ «no perpendicolare 

alla retta y=aco-\^. Essendo ?>=90°, da'le (4) e (5J si ottiene 

(7) 



38. Problema I. Delerminare la limghezsa P della pcrpcndieo~ 
late abbassala dal punto {cc^yj sulla retta {a) Ay-\-BcD-\~CK^O. 
Ridotta l'equazione (a) alla forma: (6) yeosj3-|-xcos« — p=0, 
(p=OP,fi=POy,x=POaj), dal pun- 
to dato M { posto fra O e la reità ) 
e da Q si conducano due |>er|>cn- 
dicolari sovra OP, ed r.s stano i 
punti di intercezione, infine sia 
MR la perpendJL'obre di cui si cer- 
ca la lunghezza. 

Dai triangoli MQ(. QQs si 
trae; rs=y^eos^, Oa ^=s}^cosa- 
cosicché P=tóR=OP— O;^ 
— (t/(,f OS p-f-x^ COI* — p). Ma se il 
punto M fosse situato relativamen- 
te alla retta dalla parte opposta 
a quella in cui giace l'origine (Mie coordinale, T espressione per P 
sarebbe -{- (y, co* g -|- a?^ cos et — ;>", quindi questa cambia segno pus- 
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8ando dair una air altra parte della retta. Pertanto nel valore deffa 
perpendicolare P il segno significa la sua posizione relativa: se il 
segno positivo si assume ad indicare che essa è con p dalla stessa 
parte della retta, il segno negativo indica che è dalla garte oppo- 
sta a quella ove si trova p. 
Laonde nella formula 

( t ) P=d=(j/^ cos i3-|- 0?^ cos et — p) 

sostituendo a co5 ^, eos j3, |) i loro valori (n* SS) si ottiene: 

m p _-, (%o+B(Pa+C)sen'ft 

VA*-fB'— 2ABcosfl' 

Nel sistema ortogonale di assi (fl=90*) le espFessioni (1), (2) di- 
vengono : 

(3) P=d=(ì,,scn«+a?icos«-p); (4)P^=t^^^Ì- 

Problema II. Determinare V equcczimi delle' iisseltrici degli an- 
goli formati dalle rette: y cos ^-j*a? cos x — p=0,j/ cos /s'-|-a? cos oi — ^p'=0 

Ogni puBtp (X,Y) della bissettrice dell'angolo formato dalle rette 
date essendQ ad eguale distanza da queste^ immediatamente si ot- 

'y. 

tiene la sua equazione: 

(5) Y cos ^-|-X cosa. — •j)=Y eos /S'4-X cos oi — j>', 

poiché ciascan suo membro esprime la lunghezza di una delle per- 
pendicolari che misurano la distanza del punto (X, Y) alle date rette. 
Notando che il segno di una perpendicolare cambia passando 
da una parte all'altra della retta su cui è condotta, la equazione 

(6) Y cùs ^-j-X cos tìt— p=— (Y«os ^-\-1l cos a'— f)')» 

fappresenta la bissettrice dell' angolo supplementario di quello for- 
]Q(u4a dalle rette date. 



L'equazioni (5), (6), per assi ortogonali, si trasformano nelle 
(7) Y sen «-f-X co$ a— p==t=(Y sen «'-f-X cosa.'^p') 

CosoLtAuo. Se le rette date hanno per equazioni: 
Ay-f-Ba>-l-C=0, A'y-{-B'<D-\-C'=0, quelle delle bissettrici prendono 
la forma 

_,. AY„4-BX„+C • _A;Y,-fB ^+C_ 

Va'+B'— 2AB cos d VPqiB"— 2A'B' cos & 

per assi obliquangoli, e 

^ ^ v'a'+b* v'a'^H-b'2 

per assi ortogonali. 

Problbma III. Trovare la eondi%ione necessaria e sufficiente af- 
finché r equazione generale di secondo grado in x ed in y, 

(a) Aj/^--|-Ba?y-4-4:tó*4-Dy-fEa?-|-F==0 rappresenti due rette. 

A sciogliere questa questione basta ricercare se la data equa- 
zione (o) può identificarsi col prodotto delle equazioni di due rette 
F(aa?-f^y— 1)(fl5'a)-f0't/— 1)=0. Pertanto eseguito questo prodotto 
ed ordinato per x e per y ed eguagliato il coefficiente di ogni suo 
termine con quello del termine che in (a) gli corrisponde, si ottengo- 
no le cinque equazioni: 

fra cui eliminate le quattro quantità a, a', ^, /s' si perviene alla cer- 
cata condizione. Infatti con eliminare ^, ci\ /^ si ha: 

F^'«(4CF— E^+D^'(4CF— EV(B*F— BDE+CD*)=0, 
da cui si trae immediatamente: 
(1 a) ; i\f;»-|-CD'-|"FB*— BDE— i ACF=0. 



r ' 

Eserelxi. 



I. Determinare la posizi<me deUe seguenti rette trovando i seg- 
menti die €886 tagliano sugli at«i; 

4a?+7y=28 ; 3x—5y=i 1 ; 1x-\-%y-\-S=0 ; 4y— 6®=3. 



II. Detetminaré gli angoli che formano cogli assi le rette seguenti: 
6y — 3a?=i6; iy-\-Tx=ì\ ; 3y-[-ÌX'-\-\=0 ( assi ortogonali ) 
4y-f-2a?=9; Ila? — 3t/=5; iix — 4=9y ( assi che comprendono 
un angolo di 80^)^ 

IH. Calcolare la lUQghezj^a della per()endicoiare abbassata dal- 
r orìgine sulla retta: 6a?-}-4i/-j-"=0» essendo gli assi ortogonali. 

IV. Calcolare la lunghezza della perpendicolare abbasaàta dal 
punto {x= — 1,j/=3) sulla retta 3a?— 5j/— 7=:0 , per assi orto- 
gonali, e per assi comprendenti un angolo di 75®40'12''. 

y. Formare le equazioni dei lati di un triangolo, le coordinate 
dei cui vertici sono (a?=a,y=— 4), (a?=3, yz=24), (a?= — 8, y=i\ 
e trovare le lunghezze delle perpendicolari abbassate da ogni suo 
vertice sul lato opposto, gli assi comprendendo un angolo di 60^ 

VI. Formare le equazioni delle mediane del precedente triangolo. 

VIL Trovare le coordinate dei vertici e tè equazioni delle diago- 
nali del quadrilatero i cui lati sono espressi dalle seguenti equazioni 
4y— 607=21, 3y-f2a?=7, 15a?-4t/=H, 13a7+10y-]-29=0. 

Vili. Trovare le coordinate dei punti d'intersezione dei Iati 
opposti per il nìedesimo quadrilatero e la equazione della retta che 
li congiunge. 

IX. Calcolare l'angolo che comprendono le due rette: 
ty-\-6x — 1=0,14(»— 7j/4-i=0 per assi il cai a»golo i di 18^. 
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X. Trovare le equa;(ioai delle perpendicolari cottdoite per ogni 
vertice sopra il lato oppQsl^o del triangolo ((»=:— «-4 y=^i)) 
(a?=5,y= — 3), {w=^%y=7) per assi ortogoiiaU e* per Msi it cui 
angolo è di 30^ 

XI. Trovare le equazioni delle perpendicolari inalzata nei punti 

di mezzo dei lati dello stesso tri^ngoloi per assi ortogonali, e per 
assi n cui angolo è di 60^. 

XII. i>teiBaire Teque^moe' diril^ bisiettriek degK angeli compresi 

dalle due rette 42^-]-%^^=^ 4>2y«da^4~^4^°°^' gK asei esr 
sendo ortogonali. 

« 

XIIT. Espritnere Tarea A di un triangolo date le coordinate dei 
suoi vertici (a?„yj, ((»„yj, {x^,y^. 
La fbrmulìa richiesta è 

)^I V. Esprimere V area A. di w pojig^np jfak v^zi9i delle coor^ 
dinate dei suoi vertici (aj^,y^), (a?^,j/,), .... (aj^,yj. 

La formula richiesta è 

XY. Bsprimene Y «rea, S di uD triangolò per te costanti dMfo 
^qua^iooi (jfj^i. 9U0Ì. Iati: 

Ay4-BaH-C=0,A'H-B'a?+C'=0A''!H-B''(r+C''===0, 

La formula ricbie^t^ è 

XVL Dimostrare che ogni equazione omogenea dèf grad& m 
fra le due variabili co, y esprime un sistema di m rette che passana 
per r origina. 
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XVII. Determinare l'angolo p compreso dalle rette : 
Aj^_j_Baa;-|-Cy*=0, e per assi ortogonali e per assi obliquangoli. 
Nel primo caso si ba 

VB^=4AC 

e nell' altro 

«en d VB*— 4AC 



A-f C— B eo$ d 



long p'=- 

XYUL Determinare Tequazione delle bìssettrici dell'angolo chiuso 
dalle rette: ky^-\-1kvif-\'Caf===0y gli assi essendo ortogonali. 
Essa è B{a^—y^-]-2{A—C]xy=0. 

XIX. Due vertici di un triangolo si muovono lungo due rette 
fisse, e i tre lati passano per tre punti fissi situati sopra una me- 
desima retta ; determinare Y equazione della linea descritta dal terzo 
vertice. 

XX. Condotta una parallela alla base di un triangolo e nei punti 
ove taglia i lati elevate a questi delle perpendicolari, trovare il luogo 
della loro intersezione. 

XXL Datele rette A(j/--6)*-{-B(a?— a)(t/— 6)-fC(a?— a)*=0 con- 
ducendo dall' orìgine un raggio qualunque che le tagli in R^ e 
in B,, il luogo di un punto R preso su di esso per il quale sus- 
siste la relazione _.=_-{-_ 5 ^^^ ^q^^ i^ qu^je nominasi pò- 

lare di relativamentò Mie rette date. 

La sua equazione è (2A6-f-Ba) (j/— 6)-l-(2Ca-f B6) (a?— a)=0, 

XXIL Date le rette A(!/— 6)'-i-B(a?--a)(y— 6)-|-C(a?— a)'=0, 
conducendo dalla origine due rette qualunque, ed unendo i punti 
d' iatersezione trasversalmente, il punto ove queste trasversali sì ta- 
glÌ9no giace sulla polare di 0. 
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CAPITOLO V. 



pilfttInBlone delle linee di «eeondo ordine in ipeneri» 



39. La forma più generale dell* equazione di secondo grado a 
due variabili è 

nella quale A, B, C, D, E, F sono eostanti qualunque. 

La natura delle linee rappresentate dalla (1) dipendendo d^i 
valori particolari delle costanti, è necessario investigare quali linee, 
di forma essenzialmente diversa, possano essere simboleggiate (da 
essa. Il metodo che seguiremo in questa ricerca comprende due 
parti ; la prima ha per oggetto di ridurre Y equazione generale al- 
le forme più semplici che può assumere, l'altra di ritrovarne h 
Geometrica significazione. 

BidisxloBe dell' eqnaxiene generale. 

40. Si debbono nell* equazione (1) considerare separatamente 
due casi fondamentali: quando uno almeno dei coefficienti (che si 
suppone reso positivo) dei quadrati delle variabili è diverso da zero, 
e quando ambedue insieme sono nulli. 

1.** Caso. A>0. Ordinando F(a?,j/) rapporto a y, quindi mol- 
tiplicando e dividendo per 4A ed infine aggiungendo e toglienda 
^l numeratore la quantità (Ba'-f-D)'» che addizionata ai primi due^ 

Gwmp ÀruU, 8 
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termini dà per somma un quadra^) perfetto, T equazione (1] preo' 
de la forma 

+2(2AE— BD)aH-(4AF— D«^1 =0; 

ed avendo posto per brevità 2Aj/-|-Ba'-|-D=2AY, 

4AC--B*=M, 2AE— BD=N, 4AF— D*=P ; 
si scrive più semplicemente nel modo seguente 

(2) AY»+-^r»fa)»-f2Na>-f-pl=0. 

Penotando con A la espressione 

(3) A=AE'-f CD»+FB*— BDE— 4ACP , 
fra le quantità M,. N, P sussiste la 

(4) — 4AA=MP— N'. 

Per ridurre ulteriormente la (2) sono di nuovo da distìnguere 
due casi: M diverso da zero e M nullo. 

(a) M diverso da zero. Considerando il trinomio Ma?*-|-2Nfl>f-P 
si trasformi in altro composto del quadrato di una funzione lineare 
in a? e di una quantità indipendente da questa variabile: con ciq 
si ha identicamente 

^ [My-|-2MNaH-PM]=^ [(Ma,J-N)»+(PM-N')] . 

Quindi por la (4), e posto 

(5) Ma>-|-N=2MX , 

si Qttiene la trasformata 



ia quale, ponendo ^=p^, — =±p,*, — ^=::±:p^^ diviene 



5^ 



(6) ft'Y^±p^«X«d=p3*=0 

in cui Pj*X±?>/X±P3*=— ^• 

In questa equazione si debbono considerare i segni di cui le 
p^sono affette, i quali dipendono dalle quantità M e A: cosicché 
sono da distinguere due casi principali secondo che M è maggiore o 
minore di zero. 

I.^ M^O. Questo si suddivide nei tre casi seguenti: 

4.0 Tutte le p' positive, ovvero ft*Y*+p,*X*-(-p3'=0 , 
il che ha luogo per A<i;d; 

2.® Le prime due p' positive e V altra negativa ovvero 
p^*Y'-|-|)j*X'— P3*=0 , a cui corrisponde A>0; 
3.0 Le prime due p^ positive e l'altra nulla ossia 
p^«Y*-|-p/X«=0 , e quindi A=0 . 
II. M<:0 . Similmente questo caso comprende i tre seguenti : 
1.0 La terza p^ positiva e la seconda negativa, od 
Pi'Y*— ft'X^+p3*=0 , e con ciò A>0 ; 
2.° Le due ultime p' negative, op^^Y* — p*X*^p^=0, onde A<oV 
3.0 La ultima p* nulla, o Pj*Y*— p,*X*=0 , e con ciò A==0. 

{h) M nullo. La (2) riducesi , poiché per la (4) si ha N=2v/A^ 



AY»+JLr2N(D+pl=0; 



ovvero ponendo 2Na?-(-P— 4AAX, e A=jpj*, A=pj*, 

(7) AY'+AX=p,^r-,-p;X=0 ; 
e per N A nullo ad 

(8) AY'+^^p,»Y«±p/=o, dove ^,'=- j^ 



La (7) e (8) danno luogo ai seguenti casi 
III .• M=0 , A>0 , 

1.0 Le p* diverse da zero, o p^Y^'{-p^X=0 , 

M=0, A=0. 

1 .0 Ambedue le p* positive, o P|*Y'-f-P2*=0, e vi corrisponde P>0; 

2.^ La seconda />' negativa, o p,* Y' — p,'=0 , e con ciò P<;0 ; 

3.0 La seconda p' nolla, od p^*Y'=0, e con questa P:^0. 

2.^ Ccuo. A=C=0 ^ L* equazione generale delle linee di se- 
condo ordine essendo 

(9) Ban/-4-Dt/-|-EaH-F=0 , 

in cui B può sèmpre ritenersi come positivo, aggiungendovi e to-' 

DE 

gliendovi — si trasforma identicamente nella 

(f 0) J-(Ba4-D) (By+E)+ ^(BF-DE)=o- . 

Osservando aversi M= — B*, A=B(BF — DE), e prese 
(M) ?^=Y-BX, ^H;f=Y-hBX. 

VB Vb 

m 

si trova per equazione ridotta- la 

(12) \*+MX'-4=0 . 

la quale è evidentemente compresa nell equazione (6) discussa néi^ 
due casi 1 .^ e %o ^q\ q^qq generale II® relativo a M<0. 



Sli^Btflcato i;eoiiictrleo delle eqvaEloni ridotte. 

44. II carattere più importante che può fare riconoscere 1» 
forma della linea rappresentata da una equazione algebrica qualunque 
consiste, o neir essere questa limitata da ogni parte, o neU-esteii^ 
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^ersi air infinito in una o più direzioni. Si vide per la circonfe-' 
f enza del circolo ( n.^ 10) come una equazione di secondo grada 
possa esprimere una linea chiusa» e per il sistema di due rette (n.®38) 
come quella possa eziandio rappresentare linee che si estendono allo 
infinito. Quindi è necessario esaminare partitamente le particolari 
equazioni dedotte da quella generale delle linee di secondo ordine 

« 

ed indicarne la natura ricercando se una retta condotta in arbitraria 
direzione dall'origine possa mai incontrarle ali* infinito. 

£sse sono poi inferite a nuovi assi le cui equazioni sono pe^ 
M diverso da zero 

^^2A ^2A • 2\ ^M/ 

è per M nullo, la precedente Y=0, e con essa, per A diverse 
da zero, X = ( 2Na>-f-P )=0 e, per A ntsna, cp=0. 

I.* Eqdauoni ih cui M>-0. 
4.0 A>0,ft*Y*+p,*X*— pj*=0. Risoluta relativamente a Y dà laf 
espressione Y==fc £»-^/?»*_X*: quindi ad ogni valore della X 



compreso fra e =tr ^3 corrispondono due valori eguali e di segno 

Pi 

contrario per la Y, ed ai valori X=0, X==i=?i i valori Y==i=.^«,Y=0. 

Pi Pt 



Risoluta per X, si ha t=:ii=:^ ^/ 2.\--V da cui similmente si de- 




duce che ad ogni valore di Y compreso fra e =t:0. corrisporf- 
dono per X due valori eguali e di segno contrario, ed ai valori li- 
toiti Y=0 , Y=±^»- convengono i valori X=:±:-?», X=0. Laotf- 



I 

de la curva è simmetrìca intorno ai due assi coordinati e taglia 
ciascuno di questi in due punti ad eguale distanza dairorigine delle 
coordinate 






Inollre conducendo per 1' origine la retta Y — «X=0, le coordinate 
dei punti ove questa sega la curva sono esprèsse da 

Y 1- P8 V^H- *P» 



Valori reali e finiti qualunque sia » e due a due eguali e di se- 
gno opposto: cosicché la curvai è chiusa ed è simmetrica intorno 
all'orìgine. E siccome la equazione della ellisse [tìP 11) adoperan- 
do il metodo di sopra svolto si pone sotto questa medesioia for- 
ma, avendo per ciò M=4a*6\ A=— 4aV, Y=2a*j/, X=4aVa?, 
si deduce che tale linea è una ellisse. 

%^ A=0,|)4*Y*-j-p/X^=:0. Il primo membro di questa constando 
della somma di due quadrati si decompone necessariamente nelle 
due equazioni lineari che insieme devono sussistere: Y=0, X=0, 
da cui ,si traggono per a?, t/ i valori 

__N _ MD— N . B - 2CD— BE 

(c— jjj,!/ 257jjp— Il 

t^ertanto la data equazione esprime un punto. 

3.0 A<0, Pi^Y*-f-l>,'X'-!--/)3'=0. Dovendo la somma di tre qua- 
drati di cui il terzo è una quantità costante annullarsi e a ciò non 
potendosi soddisfare da verun sistema di valori reali per X e Y, 
questa non conviene ad alcuna linea, non è suscettiva di ricevere 
alcuna geometrica significazione. 



Ho Equazioni peb cui M<0, 

\ J.*4<0, p^'Y* — ^p,*X'— P3*=0 . Risolvendola successivameo- 
te per Y, e per X, si hanno : 



Y=±& . /x«4-^ , X=±:^^/y«_5!. 
Netta prima attribuendo a X tutti i valori reali compresi fra 

■ 

e -}~^) si ottengono per Y valori reali, due a due eguali e di 
segno contrario, e che pure vanno crescendo 6no a =pcx> e quindi 



ad X=0 , corrispondono i valori Y=d=^ : nella seconda per tutti 

Pi 

i valori detta Y compresi fra e =t: t^ si tianno valori immaginari 

per la X, e per quelli che da =±r^ procedono a =t:oo, si hanno per X 

P| 

valori reali a due a due eguali e di segno opposto e che crescono 
da a =t3oo ; infine ai valori limiti Y=0, Y==i=:^ si apparten- 



gono i valori X = =t:^, X=0. Laonde la curva è simmetrica 

P?. 

intorno V asse coordinato Y=0 , che non incontra , taglia poi Tal- 
tro asse coordinato, intorno a cui è pure simmetrica, in due punti 

nr 

equidistanti dall'origine Y==ì::a/ j^ 

non ha punti nella porzione indefinita di piano compresa fra le 
due paralelle all'asse delle Y, 



;==ty-^ 



AA 
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infine condotta per l'orìgine b retta T — aX=0, le eoonfinale 
dei ponti ore qoesta sep b curva sono 

ed banoo valori reali solo quando la retta è compresa nell'angolo 
chioso dalle due rette p^ — f^*X=0, le quali incontrano la cur- 
va in due direzioni opposte all'infinito. Da qoesta discussione si 
deduce die la curva è composta di due rami sqnrati die proce- 
dono all' infinito, uno dalla parte di X=dO positivo, il secondo dalla 
parte di X=:4) negativo ed è simmetrica intorno all'orìgine. Essa si 
chiama iperhcla poìdiè la equazione di questa curva (n.^ 42}, per 

||=_4aV, A=— 16dV. Y=2ft*a?, X=— iaVy 

si riduce alla forme discussa. 

?.• A>0, p*Y*—p^^'tf^=0. MolUplicandola per —1, si ot- 
tiene p^^ — P|*T* — Vz^^^ equazione della medesima forma della 
precedente, e che perciò esprime anche essa una ipoMa^ però di- 
sposta diversamente rispetto agli assi. Infatti dei suoi rami, uno è 
volto dalla parte positiva ddl'asse delle T l'altro dalla parte negativa 

del medeamo asse, che tagliano in X=C4r^=z?=^ / • ^ - 

P. V ftp 

3.« A=0 , p/I* — p^*X*=0. Questa immediatamente si decoto- 
pene nelle due 

''■'-^= «VA V-1m ' • 

equazioni che esprimono due rette concorrenti il cui punto d'io- 
iersezione è dato dalle coordinate: 

N _ MD— NB _2CD— BE , 

M ' y~ 2AM ~ M "^ 
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ni. Equazioni per coi M=0. 



iV-'" 



attribuendo alla X tutti i valori compresi fra e — oo, si otten- 
gono per Y valori reali a due a due eguali e di segno contrario; 
e se invece ad X si danno i valori conopresi fra e -j-oo si de- 

ducono per Y valori immaginari. Inoltre in X= — O Y^ facendo 

variare Y da i±=qo a 0, X assume valori reali da — oo a 0. Con- 
ducendo infine per la origine una retta Y — aX=:0, le coordinate - 
dei punti ove taglia la curva sono date da 



« -.« 



X=0, Y=0, ed X==-^, Y= ^ 

e corrispondono alla origine e ad un punto la cui posizione dipende 
da a e che è all'infinito per a=0, cioè quando la secante coin- 
cide coir asse coordinato Y==0. Laonde la curva è simmetrica in- 
torno all'asse delle X, non a quello delle Y, ed ha un solo ramo 
infinito rivolto dalla parte negativa di X, e siccome l'equazione 
della parabola ( n.^ 13) si riduce a questa forma , per 

M=0, A=16p^ N=—8p, P=0. Y=j/. X=— ^o?, tale curva si 

nominerà parabola. • 

%o A=0, P<0, p^'Y'— p/=0 . Questa decomponendosi nello 
due equazioni lineari in Y 

(2^H-B^-D) /3:p 
(2AH-B^H_D) , V -p 



C««nx Ànai^ 
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esprime evidentemenle un sistema di rette parallele. 

3.® A=0, P>0, Pi^-^Pt=^0. La somma di due quadrati» 
fra cui uno è una quantità costante, dovendo annullarsi, questa 
equazione non può essere soddisfatta da alcun valore reale di Y; 
ne quindi ammette alcuna geometrica interpetrazione. 

40 ^^:^o , P=0 , p^Y^=0 . Immediatamente da questa si trae: 



Y'=-i(2Aj/-i-Ba>|-D)'=0, da cui 2Ay+Ba?-|-D=0 : 

la linea espressa dalla data equazione sì riduce ad una unica retta. 
Ì% Le linee di secondo ordine si possono adunque classiG- 
care in tre generi essenzialmente distinti, ciascuno capace di alcuna 
varietà, secondocbè sono da ogni parte limatale, sono illimitate in 
due od una sola direzione. Quindi riepilogando si può comporre il 
quadro seguente: 

Genere Ellisse M>0. 



A>0 


Ellisse. 


A=0 


Punta 


A<0 


Nulla. 



Genere Iperbola M<0. 

( A Jo Iperbola. 

\ A=tO Due rette concorrenti. 

Genere parabola M=0. 

Parabola 
P<0 Due rette parallela 

Una sola retta. 
P>0 Nulla. 
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43.E8BIIPIO l Ridarre r equazione ly' — 3an/-j-5a>* — 3j/ — 2a?-f-f 
riferita ad a$$i ortogonali^ alla sua forma piti semplice e quindi 

discuterla. 

Avendo M=7l , A=8, N=: — 25, prendendo per nuovi assi 

•y— 3a?— 3=8Y=0, 71a?— 25=U2X=0 ( che chiudono un 

angolo dì 20^33'. 27", 76 ed hanno per origine il punto od=s^, 

y=mT ) la data equazione diviene Y^-j-yX* — ^z=0, che 

esprime una ellisse. Questa è compresa entro il parallelogrammo ì 
cui lati opposti sono rispettivamente paralleli a ciascuno degli as* 
»i ed hanno per equazioni 

y=H=W jA=dzO,336, X=i±=~^J :=±0,08. 

Esempio IL Determinare la linea rappresentata daW equasione 
4i/' — xy'-\-x^ — y^ìx-\-\=0 riferita ad assi obliquangoli qualunque. 

Poiché con M=15, si ha A=0, essa esprime un punto aven- 
te per coordinate y=0 , x= — \. 

Esempio III. Determinare la linea rappreseftlcUa dalt equazione 
\\y^ — xy \-c^-\-y — 3a>4-8==0 , riferita ad assi obliquangoli qua- 
lunque. 

Poiché con M=1, si ha A=^ — 57, essa niente significa. 

Esempio IV. Ridurre t equazione %^ — 6flpy-|-4a?*-{-^ — 2a>-|-1 :^0, 
riferita ad un sistema di assi comprendenti un angolo di 60^, alla 
sua forma piti semplice e quindi discuterla. 

Avendo M= — 4, A=4, N= — 2, preso per nuovi assi le 
rette 4j/— 6a?-^1=:4Y=0, 4a7-|-2=8X=0 (che chiudono un an- 

golo di 36.* 35' 1 2", 41 , ed Iranno per origino il punto x= — ^ 
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y=—*) 'a data equazione si Irasforma nella Y*— gX'-f-l =0 che 
esprime una iperbola. Questa ha uno dei suoi rami nello spazio 
indefinito compreso fra le Ire relle Y+V2.X=0, Y— v'2.X=0 
X=-|-0,707; l'aitroj-arao in quello indefinito compreso pure fra 
le tre rette Y-f-v/2.X=0, Y—^%x=0, X=-.-0,7o7. 

Esempio V. Ridurre l'equazione 3j/'— ary— aj«-f-y— 3aj_8=0 , 
riferila ad assi ortogonali , alla sua forma più semplice e quindi 
discuterla. 

Avendo M=-I3. A=-81, N= -H. preso per nuovi assi 
le rette 6»/-a:-f I =6 Y=0 , i 3(r+i 7=26X=0 , ( che chiudono 
un angolo di 9«.S7'.44", 36 ed hanno per origine il punto 

«'=— To' J/=— 'oTT )' 'equazione trasformata è Y*— Ì?X*— — = 
1d 39 3 ^3 "' 

che esprime una iperbola. Uno dei suoi rami è chiuso nello spazio 
indefìnilo determinato dalle rette 

Y—V 4,333 . X=0, Y+V-Csir. X=0, Y= 



Vl3 

e l'altro ramo è diiuso dallo spazio indefinito parimente determr 
nato dalle rette 

Y— V4;333- x=:0, Y-;-V4:333.X=0, Y= Ì.. 

Esempio VI. Determinare la linea espressa dalla equazione! 
6y'— (ry— 15aj^-fj/-{-11a3— 2=0 riferita ad assi ortogonali. 

Essendo M=— 361, N=133, A=0, la data equazione rap- 
presenta le due rette concorrenti 



2\/6 V6736T ' 2V6"~+~2 



33—36103 

=0} 



Ve. 361 

2y-l-3a^l=0, 32/— 5aj+2=0. 

Esempio VII. Ridurre l'equazione 

ij/*— 4a!y-f a?'-f-2y— 3a5-|-1 =0 
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« 

Hferila ad assi ortogonali alla sua forma più semplice e quindi dis- 
cuterla. 

Avendo M=0, A=16, N== — 16, P=12, preso per nuovi 
assi le rette 2(4j/— 2a?-f-1)=8Y=0, 4(3— 8rr)=256X=0 (com- 
prendenti fra loro un angolo di 26".33'.54",18 ed avendo per ori- 
gine il punto cp=0,37o, j/=0,0625 ) V equazione della curva di- 
viene Y*-|-4X=0. Questa è una parabola volta dalla parte in cui 
si contano le co negative e che passa per l'origine delle coordinate. 

EsEUPio Vili. Determinare la linea espressa daW equazione ri- 
ferita ad assi rettangolari 8j/*-["24a?j/-|-i8ir* — 22t/ — 33i»-{-5=0. 

Poiché con M=0, si ha pure A=0 , N=0 e P= — 324, 
r equazione proposta rappresenta la due rette parallele, 

8Y— 9=0, 8Y-{-9=0, 2t/4-3a?— 5=0, 4y-l-6a?— 1=0. 

Esempio IX. Determinare la natura della linea espressa dalla 
equazione y*-\-Qxy^^x^ — 2t/ — 6a?-{-26=:0 riferita ad assi ret- 
tangolari. 

Essa diviene, per M=0, A=0 e P=iOO, Y'-f-2o=0, e quin- 
di nulla significa geometricamente. 

Esempio X. Definire la linea data dall'equazione 
9y« — 30a?j/-f 25a?*+42i/— 70a?-l-49=0 riferita ad un sistema or- 
togonale. 

Annullandosi M, N e P, lequazione rappresenta Tunica rettn 
3t/— 5a>-f-7=0. 

Escreisl* 

Determinare la natura delle linee le quali, indicando con ^ 
r angolo del sistema d' assi, sono espresse dalle equazioni 

4i/*^-1 2an/-j-1 7a?'— 8y— 28aj— 20=0, fl=60.* 
5y«_4a?jH-3a?»+7y— 2a>— 4=0, fl=90.^ 
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iy*-{-ixy f%x*—Sy—6x |-6=0. 6=45." 

y*— 8a;j/-L-20a?»— y+4a>+6=0, fl=90* 

3y'— 2ajj/— 5a)*— 7x=0, 6=30.' 

2j/*--|-*<By— <B*+3aj— 2j;=0, 6=90." 

y*—6a!t/-i-8a!»—4y-}- 1203— 3=0, 6=60/ 

6y«_7api/_5a!»— 1 3f/-f52a>— 63=:ì0. 6=30 .• 

*an/— 7aj*— 5aj-|-2=0. 6=90* 

3a?y— 3y— iflj-j-7=0, 6=*5.* 

y*— 2a»/-]-<»»— 4jH-3aj— ■1=0, 6=90.* 

j,«_4a^J-4aj»-j_3y— 2ir-i-2=0, 6=i5* 

òV— 2a6ajj/-|-oy— 2oò*a>— 26o*j/-f-a'6*=0, • 6 qualun(|ue 

36y'-!-36a!j/H- 9i»'4-2i a;-f42y— 44=0, 6=90 .• 



V 
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CAPITOLO VI. 



Proprietà ipcnerall dUle Uvee 41 necondo ordlue. 



ii. Per sviluppare ordinatamente lutto che sì attiene alla for« 
rna, alla grandezza, alla posizione e ai linfìiti delle linee di secondo 
ordine fa d'uopo premettere alcuni lemmi. 

Lemma I. Trasformare V equazione generale delle linee di se- 
condo ordine 

(i ) A/+Ba?y+Ca?'-J--Dì/-|-Ea?+F=F(a?,j/)=0 

da un sistema di assi qualunque ad assi paralleli condoUi per la 
nuoca origine (a, 6). 

Per formare l'equazione trasformata si deve nella (1) porre 
a?-("^> 1/-J-6 invece di a> e di j/: si ottiene 

(2) Al/* -f-B(rj/-)-CcD*+DV+E'a>+F=0 

in cui 

D'=2 A6 i-B'a-rD=FV,a, b) 
E'=B6-f2CafE==F>,6) 

(3) / F'=A6*-t-Ba6-|-Ca'-|-D64-Ea-|-F 



. r6D'+aE'+D6+Ett4-2F l=F(a, b): 



r 

Lemma U. Determinare le intersezioni di una retta con una 
lineu di secondò ordine. 

V La secante sia condotta per T origine delle coordinate. la^- 
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dicando con d Y angolo del sistema , con et e ^ gVi angoli che la 
retta respettivamente forma cogli assi delle x e delle y , eoo p il 
raggio vettore di un suo punto qualunque M(a>,y), la retta può 
esprimersi mediante le due equazioni 

(D=:mp, y=np, m cui m= — e, n= — l . 

sen $en 

Quindi i raggi vettori dei punti d' intersezione della secante colla 
linea rappresentata dalla (1) sono determinati dalla equazione 

(5) P* . (Am»-|-Bmn fCnVh P(Dm-f En)-[-F=0. 

11.^ I^ secante sia condotta per il punto qualunque (a,b). Iq 
questo trasportando l'origine di un sistema di assi paralleli ai pri- 
mitivi, la secante è allora espressa dalla (i) e la linea dalla (S): 
cosicché per la determinazione dei raggi vettori si ottiene la equa- 
zione 

(6) P*(Am2+Bmn-f.Cn')-Lp(D'm-|-E'n)4-r=0. 

45.* Sia la funzione omogenea di secondo grado a tre va- 
riabili F(a5.y,s)=Ay*-fBya?-j-Ca?'-f.Dt/5-|-E(r5+F5% la quale per 
55=1 eguaglia il primo membro dell'equazione generale delle curve 
di secondo ordine; nominasi suo discrimina/nte quella funzione delle 
costanti A,B,C, D, E,F che si ottiene eliminando le variabili a^,y, 3 
fra le tre derivate di F prese rispetto a ciascuna di queste ed 
eguagliate a zero 

ry=2Ay4.Ba?4-D5=0,F'^=By+2Ca?+E2==0,F,=Dy-fEa?-f2F;j-() 
Quindi il discriminante è 



0) 



2A, B, D 
B,2C. E 
D, E,2F 



=8ACF— 2AE*— 2FB'H-2BDE~2CD*=E— 2A 



!?3 
Leiihi III. Se la funzione F{w,y)==Ay^ \-Bay-\-Cw^-\~l)y'^Ea:'-^F^ 
fnediante la sostituzione lineare 



0) 



^=«iY+»,X+«j , y=^,Y-i p^X-l /3^, 



si trasforma nella 



F,(X,Y)=A'r4-B'XY-]-.C'X*+D'Y-f-E'X+F', 

il discriminante di questa è eguale a quello della primitiva mollr 
plicato per il numero f^i^J » ovvero 



(2) 



2A. B, D 
B,2C. E 
D, E,2F 



= 'A<f- 



W, B', D' 
B',2C', E' 
D', E',2F' J 



ossia A'={fi^x^\A. 



Avendo per brevità posto 



2A^,-j-B.a, =A,, B./3,+2C.«, =B,, D^,+E«j =C, 

2A^.+B.«, =A,. B./3, f 2C.«j =B^.D^,-hE«, =C. 
2A.A3+B^3-f D =A3. B.p,-f-2C.«,-fE =83, D^^+E^j-j 2F=C, 

i coefficienti delia trasformata si possono scrivere 

2A'=A,^,-i B,.«„ B'=A,.^,-f-B,.«,=A,^j+B,.«, 
2C'=A,./3,-l-B^a,, D'=A3.p, .]-B3.«,^A,./33-[-B,.«,+C. 
2F'=A,.^3--B3^ i-C3.E'=A3/3, -hB3-«,=A8-/3rl-8. «3+C, 

e quindi il suo discriminante è 



A,-^rr-B.«». A.^.+B^,, A^3+B,«3+C. 

Aj-^i+Bj.*,, A3^.+B3«,, A3^3-lrBj»3-|-^, 






il quale per la jmoltipjicazione dei determlnaDti {Algebra) eguaglia 
il prodotto dei due fattori 



Gaonutrn AnaliMj 
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A|, B, , C, 






. I 








^i ' *» ' t 



Ma poicbè si ha similmenle 



2AA,-!-B«r 


Br.-J 


iC*r ^^i 


-E.. 




2LM,-j-Rt, 


B^, -2Ca^ D^i-f-B«. 





lA^^ -Bx^~ 


D. B,^.,4-2Ca, E,D,5, Ea, 2F 








^,, «,. 




ed essendo 




^.. «,. 








^,. «,. < 







2A, B. DI j^.^,.0 
D, E,2F| |^,.l 



sì giuoge immediatamente colla sostiluzioce alla equazione '2\ 

2A', B' 



G>BOiXABio L La espressione M'= 



KiC 



si deduce da 



— I B 2C I P^*^ ^ relazione (3) M'=z'fi^a^\ M , la quale si 

può stabilire con un processo analitico identico al precedente. 
CoBOLLABio II. Dalle espressioni di A', B', C mediante A, B, C, 

A'=A^.*-B«^,-i-C^,V B'=2Ap,^,+B («A+^i^,) -r2Cflt,«„ 
C=APj*-pBfl5j/3,-|-Cflt/ si traggono per A, B, C, i yalori: 



'}) 



A(^,«,)«: 
BOA)': 



:— 2AV,T-B'(P,«,-r^»</ 



•2C «i^j , 



CoBOLLAEio III. Se la sostituzione lineare (1), si identifica con 
quella per cui da un sistema d' assi obliquangoli si passa ad altro 
parimente obliquangolo (n.^ 22), e perciò se si ha x^=rsen{ù — p): sen J, 
A,= $en (d — x): $en d, a^=a, P|= sen p>: sen J, /à,= sen a: sen fl, ^3=6, 
moUiplicando la seconda delle (i) per — eos 6, e quindi membro a 
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membro addizionandole, si deduce: 

[ A+C— S cosd ] (/3,«,)» =A' ^ «/-{-.^j»-j-2«^^ eo$ « 1— 
B' [ «i«jH-^A— (/3i«,+^.«,) coifll+C' [^«,«+^,»+2«,|a,cosfl J . 

I 

E siccome (/j,aj« = J?!L!(^=^' . «,»-f^,»-|-2»,p, cos d =V, 

SCfl d 

essa diviene 

A+C— Sco5fl A'-l-C'—B' cos e . 

(d) *— * fT "' = ■ a- ' in CUI 

looitre in questo- caso le (2) e (3) sono 

A' A . M' M 

(6) 



sen^Q sen^ sen^O sen^ 



Centri». 



46. Condotta una secante la quale tagli in c^^ein a^ una linea 
di secondo ordine il segmento a^a^ compreso fra questi due punti 
d'intersezione nominasi corda. Centro poi della linea é quel punto 
in cui ogìii corda per esso condotta è bisecata^ 

Teorema. Affinchè Vorxgine delle coordinale sia centro della li- 

9 

nea F(a?, j^)=0 è necessario e sufficiente che abbiano luogo le condi- 
zioni (1) D=0 E=0. 

InfaUi la corda £D=:mP, y=nP ( in cui m, n, sono numeri qua- 
lunque) è bisecata nell* origine se i due raggi vettori dati daU*equa- 
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2ione (5) n.^ 44 sono eguali e di segno contrario, qualunque siano 
m ed n e perciò se D=0 ed E=0. 

Problema. Delertninarh le coordinale del centro della linea di 
secondo ordine ¥(x,y)=0. 

Trasportando gli assi parallelamente a se stessi, si possono de- 
terminare le coordinale arbitrarie della nuova origine (a, 6) per modo 
che nella equazione trasformata n.^ 44, siano soddisfatte le condizioni (1) 
per cui la nuova origine coincide col centro. Laonde risolvendo per a, 
e per 6 le equazioni lineari: 2Afr-(-Ba-fD=:0, B6-|-2Ca-|-E=0, 
si ottengono per le coordinate del centro^le espressioni: 

m h= BE— 2CD _ MD — NB _ BD— 2AE _ N^ 
^ ^ ~ 4AC— B' ~ 5ÀM ^~ 4AC— B' ~ M 

CoROLLABiò I. Ad M diverso da zero corrispondendo i generf, 
ellisse ed iperbola^ ed avendo in questo caso per a e per 6 valori 
finiti , si deduce che queste curve hanno sempre un unico centro. 
Inoltre per le espressioni (2) resulta che Tequazione trasformata (6) 
del n.^ 40 è riferita ad un sistema di assi la cui origine coincide 
col centro delle linee dà es8a>appresentate. 

Corollario II. Ad M=0, ed N diverso da zero corrispondendo 
ìa parabola , e per tali condizioni i valori di a e di 6 divenendo 
infìniti, resulta evidentemente esser questa curva priva di centro. 

Corollario III. Ad M=0, ed N=0, P<:0 corrispondendo due 
rette parallele, e in conseguenza i valori ài 6 e di a divenendo 
indeterminati ma tali che hanno il rapporto coslahte 6:a=B:2A, 
resulta coikie tale sistèma espr'esso dalle equézioni (8) n.^ 40 ab- 
bia un numero indefihito di centri , però tutti situati su di una 
retta parallela ed equidistante con quelle del sistema. Quando questo 
si riduce ad una unica rettaf, essendo P=^0, con cotesta .coincide In 
linea dei eentri. 

Corollario IV. Sostituendo ad a e b le espressioni (2) nella 
equazione trasformata (2) del n.^ 44 e hoUndo essere 



n 



F=l-(D6-fEa4-2F) ovvero r=— :^, 

z M 



si olliene per equazione generale delle curve di secondo ordine 
dotate di centro , in questo essendo trasferita V origine del nuovo 
sisteitia dì assi paralleli ai primitivi , la 

(3) Af-\-Ba>y-lCx*=A , 

niametri. 

47. Diametro di una linea di secondo ordine dicesi quella it^ 
nea che biseca un sistema di corde parallele : queste poi sono chia- 
mate ordinate. 

Problema. Essendo F{x.y)=0 l eqiuixione generale delle linee 
di secondo ordine, ed (1) my=rtX'\'l quella di una reUa dola , 
determinare V equazione del diametro relativo ad un sistema di 
corde ad essa parallele. 

Rappresentando con {a),y) le coordinate di un punto qualun- 
que M del diametro, è evidente che se in questo punto sì tra* 
sporta l'origine di un sistema d'assi coordinati paralleli ai primi- 
tivi, e se per tale origine si conduce la corda y=n?^ <v=mP paral- 
lela alla (1), questa vi è bisecata. Laonde, poiché la (1) n.^ 44 
deve dare per p due valori eguali e di segno contrario , fra le a>, y 
ha luogo la relazione 

(2) n(2A.t/-|-BaH"D) -r^(BjH-2Ca?-j-E)=nF'y-|-mF'^=0 ovvero 

(3) y{2An+Bm)+(r(Bn-|-2Cm)-f(Dn-fEm)=0 

la quale è l'equazione cercata. 

Corollario I. La (2) essendo di primo grado in a?, t/ esprime 
una rett^ che passa sempre per il punto d'intersezione delle 



2Aj/-j-Ba>f D=F'y=0 Bt/-f2Cavf'E=F'^= 
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( che SODO diametri i quali respellivamenle corrispondono alle cordo 
parallele alPasse delle y, e a quello delle x ) che è il eeniro della 
linea. Quindi per le curve di secando ardine dicale di centro^ ogni 
diametro pa$sa per esso. 

CoBOLLARio II. Le rette espresse da Fy=0 , (^^^=0 , per 

M==0, sono parellele poiché, per B=2VAC, le loro equazioni di* 
vengono 

r^ty/A(y VA >v^c)-:- D=0 , n=2v/c(i/ VA-f a?v^c)-f-E=0 ; 

ad esse è pure parallelo il diametro qualunque (2), la cui equa- 
zione in questo caso è 

^(yV^^^V^YnV^l mVc) f (^ D n !-Em ^=0. 

Pertanto tutti i diametri di una parabola sonò paratteli. 

CoBOLUBio III. Indicando con <f> l'angolo che il diametro (3) 
fa colle sue ordinate o con la retta my — nx:=0, e con d F angolo del 

sistema d'assi coordinati, pos'to — =a, si ottiene ' 

m 

,., 2(Ao*4-Ba-f-e) $en 6 

m 

e per d=50* 

2(Aa*-]-Ba+C) 
(5) iangf?>— ^ ' \ j . 



B(l_a»)-{-2a(A— q 

48. Diconsi Assi di una linea di secondo ordine quei diametri 
che sono perpendicolari alle loro ordinate. 

Problema. Essendo ¥{x^ !/)=0 V equazione generale delle linee 
di secando ordine determinare le equazioni dei loro assi. 

Per definizione dovendo essere ?>=90*, la quantità à^de^e sod- 
disfare all'equazione: 
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o*(2A-<»s d— B)^-2o(A— C)-f(B— 2C eos ^=0 ; 

cosicché avendo posto 

(1) A-f-C— co$fl=5, "^ 

essa ha per valori le espressioni : 



(2Ì _ (C— A)=t=V3*— M se/>'fl . 

^ 2A cos d— B 

Gli assi vengono adunque rappresentati da 

(3) (2A cojd— 8)^,+ [ ( C— A)d=V 5»— M seti «$ 1 . ^,=0 . 

I 

ovvero se 6=90* dgi 

(4) B . F',- [ fC-A)=i=V(A=C)"i=B'] • F' 

La quantità «*— M sen * fl={A— C)*-1-(B— 2A cosfl ) (B— 8C co«d ) 
essendo positiva per 0=0, a cui corrisponde il massimo valore di 
cos 9, rimane sempre positiva per qualunque valore di d • di guisa 
che i due valori di a sono sempre reali. 

GoROLLABio I. Sia M diverso da zero, e siano a^, a, i due va* 
lori (2), le equazioni delle corde condotte per T origine respettiva-t 
mente parallele ai due assi sono: y — a^a?=0, y — a^D=:0. 

E siccome la quantità, 1 H-(«|-H*,) cos fl-j-a^a^, per le espressioni 
(2) identicamente si annulla, tali corde e per conseguenza gli assi che 
ad esse corrispondono sono respetti vamen le perpendicolari. Quindi 
le curve di secondo ordine dotate di centro ammettono due assi che 
in questo si tagliano ad angolo retto. 

Corollario IL Sia M=0, le (3) allora si trasformano nelle 

^(yy/A-j-xy/c) fy/C^ay/A^-^fEJ^aD )=0; 



in cui, per le (2), a prende successivamente i valori 

y/\ VA co% — \/C 

E quindi per esse si hanno le equazioni: 

2VA(!/>/A+a?>/C) + (E^A— D^C) : 0=0 
(5) — 25( VA cos d— VC) ( jA^A-j- a?\/C)+ 

(^ Vk{ E cos d— D )H-V/C( D cos fi— E ) ^=0 : 

la prima delle quali avendo la quantità indipendente da a? e da y 

infinita, e perciò non potendo esser soddisfatta da valori finiti di x 

e di 2/ nulla esprime; perciò la parabola ammette un unico asse 
dato dall'equazione (5). 



Diametri conjafati* 

.49. Diconsi Coniugati due diametri di una linea di secondo 
ordine dotata di centro di cui ciascuno biseca un sistema di corde 

m 

parallele M' altro. 

Teorema I. Se due diametri di una linea di secondo ordine 
sono tali che uno di essi bisseca tutte le corde parallele alV altro , 
reciprocamente t altro biseca tutte le corde parallele al primo, e 
qjuindi sono coniugati. 

L* equazione del diametro che biseca le corde parallele alla 
r.etta y — aa?=0 è 

y{2Aa+B)+a?(Ba-f 2C)+(DaH-E)=0 ; . 

e quello relativo alla retta y — a'a?=0 

y(2Aa'-l>B)+ir(Ba'+2C)-f (Da'+E)=0 . 



Si 

La coDdizione affinchè il primo diametro sia parallelo alle or- 
dinate del secondo essendo 

(1 ) 2 Aaa -I-B(a+a7-i-2C=0 

e questa rinaanendo inalterata permutandovi a in a! apparisce evi- 
dente come essa sia pure la condizione per cui il secondo diame- 
tro resulta parallelo alle ordinate del primo. 

Corollario I. Gli as$i delle curve di secondo ordine dotate di 
centro sono diametri conjugati ad angolo retto. Infatti gli assi essendo 
dati dalla (3) n.^ 48, la relazione (1) per le 

' SIA cos e— B 2A cos 0— B 

identicamente si annulla. 

Teorema II. Se nelVequazione genertde di una linea di ucond& , 
ordine il coefficiente del termine in ooy è nu/fe, gli ossi coordinati sono 
respettivamenie paralleli a due diametri conjugaii. 

Infatti il diametro che biseca corde parallele alleasse delle 
i9, t/=0, essendo dato da 2Ca>-|-E=:0 resulta parallelo all'asse^ 
delle y ed il diametro le cui ordinate sono parallele all'asse delle 
y, 07=0, avendo per equazione 2At/4-D=0 è parallelo all'asse 
delle X. Per conseguenza in questo caso gli assi coordinati sonoi 
paralleli ai due diametri conjugati. 

Corollario. L'equazione trasformata (6) del n.^ 49 

AY'4^X'— ^=0 
' A M 

che rappresenta curva di secondo ordine dotate di centro è rifarila» 
a due diametri conjugati. 

50* Prorlbva I. Essendo 
(4) Ay»H-B<rj/+C«»=^ 

fi 



82 

Tequazione generale delle Knee di secondo ordine dotate di eenlfo 
riferite ad un sistema di assi che in questo hanno V origine e^che 
formano un angolo 6, trasformarla in altra riferita a due diametri 
conjugali qualunque. 

Posto /*=Aa' — ^Ba4^9 si assumano per Duovt assi le retto 
Y=0, XssO definite dalle equaaioni: 



(2) fy=( C--?A )y+AX , ra^^AA-^) 



Y~X 



dalle equazioni 



(3) Y=jH-Aa,=0 . X=(aa-1) j,- ( C- |a y=0 

le quali poiché i loro coefTicienti soddisfanno alla relazione (1) 
u.^ 49, esprimono due diametri conjugati. 

Eliminando dalla (4) le w^y mediante la sostituzione (2) $i 
ottiene per la traskirmata richiesta Tequazione: 

Corollario I. Denotando con B V angolo dei diametri conju^ 
gaU (3), per esso abbiamo la: 

(5) tang e= ^ :^fjenj ^^ 

A'/i—A cos flj+A (A-C)H-(Ccos9— |j 



ovvero 



(6) A' r|scne— A ««n(e— <)1 +A [(A— C) $en e-rBi«i« eosol 

-f r C s$n (e-+«)— I s€ne]=0 ; 

per ippzzo della quale si può esprimere A ed /* per rangola ^ • 
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Risoluta la (6) per A, avendo A-\-C — Bco»fl=^, e posto 



(7) 



ti=\l sen^B.S^ — M«€n*d, 



si ba 

E dalla identità 

si trae 

l_ ( pet»e(M-2A<y)±2ARl « ) 
^^^ '~4A ( LBsene-2Asen(0— e)J "^"^ j ' 

ConoLLARio II. Dalle formule precedenti rimane riBoInlo il 
problema: Riferire una curva di secondo ordine espressa daUa {i) 
a due diametri corìjugaii che formano fra hro un angolo dato 0. 
Però a compiere la soluzione conviene discutere i valori di A 
dati dalla (8). 

i.^ Sia M>0, la condizione necessaria e sufficiente affinchè 
questi siano reali è 

quantità indipendente da fl, n 45, ( in essa \/M<:J per essere 
<J* — M>0 ): quindi nell ellisse il minimo angolo che due diametri 

i/Si 
conjugati possono comprendere h^=arco$en== — ^^sen^y ed il 

massimo è 180® — \(/, e per ambedue corrisponde un unico siste- 
ma di diametri conjugati avendo per A e per /* un solo valore. 

Per ogni valore di che soddisfa alla (10) si ottengono per 
A due valori reali e diseguali, A^ e A,, e sicoome T angolo p for* 



8Ì 

malo dai due diametri y-f A^a?=0 ,• y-f \w=0 dato da 

(angp=^ fe in generale diverso da 8, si deduce ohe nella 

S cosQ 

eHis9e esi^no due sistemi differenti di diametri conjugaii compren- 
denti ciascuno il medesimo angolo @ , purché questo $ia compreso fra 
t angolo minimo ed il massimo (10), e non sia eguale a 90^ 

Infatti per @=:90^ avendo anche ^^=90^ si ha che nella el- 
lisse evvi un solo sistema di diametri conjugati rettangolari , che 
corrispondono agli assi. 

2.^ Sia M<0, la quantità R essendo sempre reale, ad ogni ya- 
lore di @ corrispondono due valori reali per A: per conseguenza 
nella iperbola esistono due sistemi di diametri conjugati compren- 
denti ciascuno il medesimo angolo 0, purché questo non eguagli 
o 90^ 180.^ 

Infatti per 0=O,=18O^ annullandoci f, la sostituzione linea- 
re (2) più non sussiste : per 6=90®« avendo f>=90^ , i due sistemi 
si riducono in un sola 

CoROLLABio HI. Denqtando con ztdb^ , dtza^ . i quadrati delle 
lunghezze dei semi-diametri conjugati, reali od immaginari, lun- 
ghezze comprese fra il centro della linea ed uno dèi punti di in- 
tersezione, reali od immaginari, in cui da ciascuno di essi è seca- 
ta, avremo 

E per il Lemma III. n.o 45* hanno luogo le relazioni 
M,*^' _ M<r 4 _ M» 



donde inunediatamenle si traggono le 
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in cui nei secondi membri sonovi quantità costanti od indipen- 
denti da e 0. Notando come per la ellisse le =2=^^', ddb^ deb- 
bono essere ambedue positive, e per la iperbola devono avere 
segno contrario le (12) esprimono i seguenti Teoremi. 

I.^ Jiella Ellisse la somma dei quadrali dei due semi-diametri 
eonjugati , e T area del parallelogrammo su di essi eostruito sono 
contanti. 

IF .• Nella Iperbola la differenza dei quadrati dei due semi-dia^ 
metri eonjugati e l'area del parallelogrammo su di essi eostruito 
sono costanti. 

Corollario IV. Sia 0^=6,, le (12) divengono 

Per la ellisse da queste si deduce sen^S=^—^ — , ^i — Tff 

laonde questa curva ammette un sistema di due diametri eonjugati 
eguali che chiudono V angolo minimo ed è rappresentata dalla 
equazione 

Se per ogni sistema di diametri eonjugati si ha 9=90*, e per 
la (5) sussiste la equazione ^ 

A' (|-Aco^) f A (a-c)+( C eo9 fi ~)=^0 

qualunque sia A, e percie le condizioni 

(14) A=C, B=2Acosfi, 

le quantità (f ed M divengono ^=2A5en*fl, M=4A*»en'() e perciò 
la (7) è identicamente soddisfatta. Laonde in questo caso la el- 



lisse si trasforma nella ctreon/èrmea di un circolo avente pet rag- 

giù la quantità ./^^ 

y 4A'sen'ft 

Per la iperMa, dovendo aonullarsi la prima delle (4!S) in gi>ì 
non entra V angolo si deduce che e$sa in geniale non ammette 
aleun $istema di diamelH eonjugali eguali. Se però sussiste la con- 
dizione (15) (^=0, allora essendo a^=\ qualunque sia 9, totper- 
boia particolare che ne deriva nominata equilatera gode ddla pro- 
prietà (T avere tulU % sistemi di diametri conjugaU eg^ali ed è rap^ 
presentata dall'equazione. 

(16) V--X'=-J^^^^ — 

51 * Problema. Essendo 

F(a5,y)=:Ay«+Bt»y-[-Ca)»=4 

M 

/' epMLzione delle linee di secondo ordine riferite a due diametri che 
comprendono un angolo fi, trasformarla assumendo per nuovi assi 
coordinati gli assi della curva. 

Avendo Q=90® si hanno per À. i due valori \, \v 



_{C—A)=t:y/S'—Msen% 



A= 



B— 2 A cos d 



e quradi indicando con Rj la quantità y/S* — ^M sen * fi i nuovi assr 
sono rappresentati dalle equazioni: 

in quantochè, n.® 50, ciascuna delle radici \, A^, corrisponde ad 
uno degli assi e lo deternaina. Denotando con a, e 6 i due semi-' 
assi, l'equazione trasformata ha la forma; 
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(2) ^^v±J^v=^ 



in cui per la ellisse si devono prendere ì termini positivi, e per la 
ìperbola uno positivo, T altro negativo. A determinare a e 6 sì ado-^ 
perano le relazioni del n.® 45 

donde si deducono 

(3) *t.4^ . [ j-a. ] , ^-^^ . [*+R.] . 

in cui R^ ha il segno medesimo di cui è affetto nell equazione 
dell'asse corrispondente. 

CoROLLABio I. Se il primitivo sistema di assi coordinati è or-» 
togonale, $=90^ le precedenti espressioni divengono più semplici, 
pducendosi alle: 



B 



(*) 



(5) 



X=H- (C-A)-V^(C-A)»+B »^0 ; 

^' =^,'=^j^[ (A-i-C)-V(C-A)'+B« ] 
=fca,*=^ [ (A+C)+v'(C-A)«+B»] 



Designato con a l'angolo che Y asse Y=:0 forma col primitivo asse 
coordinato delle co, per le (4) sì hanno 



88 



e quindi 

B 
(6) tang 2a=^^^— 



C— A 



CoROLLABio II. Però quando fl=90^ si può direttamente per- 
venire all'equazione (2) adoperando le formule (3) del n;^ 21 sta- 
bilite per cambiare un sistema ortogonale d'assi coordinati, in altro 
pure ortogonale, e determinando a in modo che la equazione tra- 
sformata non contenga il termine in XY. 

Tangente. 

52. Una secante la quale tagliando una linea di secondo ordine 
nei due punti a^ a^, ruota intomo ad uno di essi a^ per modo 
che V altro a^ di continuo al primo si avvicina prende il nome di 
tangente allorché i due punti a^ ed a^ insieme coincidono. L'unico 
punto cui la tangente ha comune colla curva dicesi punto di tange« 
nza, di contatto. * 

Problema 1. Essendo 

F(a?. y)=:Ay»-|-Brpj/-|-Ca?*+Dj/+Ea?-f F=0 

V equazione generale delle linee di secondo ordine, ed M{xjg^ un 
pimio qualunque su di esse, determinare V equazione della tangente a 
tali linee che abbia per punto di contatto M. 
Prendendo la sostituzione lineare, 

(1) a?=X+a?g , t/=Y-fj/^ ; ovvero X=aj— a?^, Y==y_y^, 

per cui si passa ad assi paralleli ai primitivi aventi l' origine in M, 
l'equazione F(a?,j/)=0 diviene: 

(2) F(X, Y)=AY»4-BXY+CX*H-ry^ . Y+F'^^ . X=0, 



La secanle condotta per la nuova origine H e definila dalle 
equazioni Y=nf , X=mp taglia la curva in due punti a^ ed a, 
t cui raggi vettori sono: 

^=0, KA«*-f-Bmn J-Cm«)-f n . Fy^-f mF^ =0. 

Essa diviene tangente in M, se ambo i raggi vettori si smniifrati^ 
e perciò se n:m soddisfa alla condizione: nV.iA-mf =s=:0. 

Eliminando n ed m fra questa e le equazioni della retta, si o^ 
tiene a rappresantare la tangente riferita ai nuovi assi: 

e per le (i) riferendola al primitivo sistema la equazione: 

(3) (y-yo) •P'ì, J-l^-o'o) • ^a>=^ • 

CoBOLLABio. Il diametro che biseca un sMema di corde paral- 
lele alla tangente (3) è espresso dalla equazione : 

ed il suo conjagato dalla: 

(5) M [ y . F^^+a*" JH-[m(%+E«',H-2F)+2'^]=«' 

E siccome resulta parallelo alla tangente si ba il ^ 

Teorema: In una linea di secondo ordine dotata di centro^ una 
tangente nella eUremità H un diameiro è p&rMela al diametro emt 
questo conjugato. 

Problema 115 Determinare le equazioni della tangente condotta 
die linee di secondo ordine espresse dalla equazione generale 
F(a?, y)=:0 , per un dato pwOo lH(a?^, j/q) ad' esse estemo; 

Ponendo in M Y origine di un sistema di assi paralleli af pri- 
mitivi, et^onducendo per esso una secante qualunque : YssnP, %r=^^y 

Stmnetria ÀnaIUi9a - 1S 
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i raggi vettori dei punti ove questa taglia la curva sono dati da 

/.»(An«-ì Bmn-|-Cin»)+/.(nr j/oH-mF'a>,)-f F(a>,, y,)=0 • 

Pertanto la condizione necessaria e sufficiente affinchè la secante 
divenga tangente s' identifica con quella per oui Tulttma equazione 
ha radici eguali: quindi è 

+»{( F'^ J'-4CF(«r^j/,)]=0, 

da cui eliminando m eid n, e ritornando al primitivo sistema di assi^ 
si ottiene la equazione 

(y-1/o){( \y-*AF(a»„y,)]H-2(y-yJ(a,_cr,)[ f^^ F*^^ 

-2BF(a.,j/„)]+((p-a.,)*[(F'^J-4CF((r.,y,)]=0, 



ovvero la 



(6)[(y-1/,)F'y^4-(a>-a»,)F J -4F(a»,,i/^ X [A(v-i/o)»H-B{a,-a.,)(y-!/.) 



-f 



C((B^a>J«]=0. 



la quale, essendo di secondo grado ed omogenea in a? ed in y\ rap- 
presenta le due tangenti condotte per M. 
Notando essere 

la (6) può anche scriversi 
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Problema III.^ Determinare la condizione necessaria e sufj^ciente 
affinchè la retta espressa dalla equazione: ly-^-mx-^-n^^O sia tan- 
gente ad una linea di secondo ordine significala dalla equazione 
generale F(a?,2/):t=0 . 

Eliminando y fra le equazioni della retta e d«lla linea, si ot-^ 
tiene una equazione di secondo ordine in a> 

(c\Am«— Bm/|-CÓ-[-a?(2Amn— Bn/— Dm/-i-E/')+(An»— .Dn/-|-FO=0 

le cui radici sono le ascisse dei punti d' intersezione della retta con 

la curva. E dovendo quella essere tangente , conviene che tale 
equazione abbia le sue radici eguali, ovvero 

(2Amn— Bn/— Dm/4-E/V— 4(Am*— Bm/+Ci*)(An*— Dn/-1-F(') 

Sviluppando ed ordinando, folto il fattore compne /^ la condizione 
cercata è 

(8) /*(4CF— E*)+m\4AF— D*)+n*(4AC— B») 
-:-2mn(BD— 2AE; , 2n/(BE— 2CD)-{-2m/(DE— 2BF)=0. 

Corollario l* Indicando con P il discriminante ( n? 45^ ) 
della F(a>,y) e con P^, ^ uno qualunque dei determinanti minori 
dedotti da P sopprimendovi la linea designata dal primo indice a^ 
e la colonna designata dal secondo ^, e affetto del segno -|- se 
ambo gli indici sono insieme numeri pari o dispari, dal segno <— 
se uno è pari e Taltro è dispari, la (8) può anche scrìversi 

(9) /*p,,^-|-m«P^,,+n«P,.3-f-2m«P.,3+2n/P,„-|-2miP„=0, 
essendo 

P — P P — P P — P 
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CoKOUAUo II * Le condizioni necrasarìe e sufficienti affinché g^i 

assi coordinati 2/=0, x=0 siano tangenti alla curva F(^a7,t/)=0 sono 

(10) 4CF— E*==0, 4AF— D»=0. 

Corollario IIL Mediante la (8) si potrebbero determinare le 
equazioni delle tangenti condotte da un punto dato, o paralleld- 
meote ad una data retta. 

35.* Probleua IV. Essendo 

l'equazione generale della parabola riferita ad tm sistema di assi 
ehe comprendono un angolo 6, trasformarla in altra assumendo per 
nuovi assi coordinati una tangente alla curva ed il diametro con- 
dotto per il suo punto di tangenza. 
Avendo identicamente 

F(a?,i/)«('y VA+oVC+A^ ^ 1 

si prendano per nuovi assi Y=0, X=0 le rette definite dalle 
equazioni 

delle quali la seconda rappresenta la tangente alla curva, mentre 
la prima è il diametro che passa per il punto di contatto. L'equa- 
zione trasformata essendo : A'Y'-f"^'^=0 f indicato con Q V angolo 
dei nuovi assi a determinare A' ed E^ si hanno le relaziomV 

A' S A'E'* A 
sen*Q sen*d sen*Q sen*ù 

per le quali essa diviene 



ovvero essendo J>0, 

(3) Y^H-^4/1 • X=0 , 

in cui il segno y/ deve essere sempre affetto del segno -["• 

CoKOLLARio I. Dalle equazioni {2) si trae per tang 6 la espres- 
sione 



(4) tange=j^ (DVC^Ey/A) .en fl . 

[(DVA-fEVC)— (DVC-i-Ev'A) co« 9 |—2«J A 

e inversamente per la indeterminata A, la 

(5) A=^j-i^[VA (Dsene-Esen(e-d)^^ (Eiene 

Corollario II. Il coefficiente della X nella equazione (3) no- 
minasi parametro della parabola corrispondente al diametro T=(K 
Questo designato con p^, ha per valore 



(6) p^sen 



«0_. M : sen 'fl 



in cui la quantità che compone il secondo membro ò indipendente 
da e da 9. 

Laonde si può stabilire il seguente Teorema. Nella parabola H 
parametro rdativo ad un diametro qualunque moltiflicalo per il qua- 
drato del seno deWangolo che forma colle sue ordinate è costante. 

CoBOLLARio in. Nominasi vertice ddla parabola il punto in cui 
questa è intersecata dall' asse* Premesso ciò , si determini Y equa* 
zinne della parabola data dalla (4) riferendola all' asse ed alla taft* 
gente al vertice* 



Essendo la tangente parallela alle ordinate del diametro che 
passa per il suo punto di tangenza si ha in questo caso 0=90^; 
ed in conseguenza 

(7) A=l rVA(D— E co$ d)+VC(E— D cos 6)1 



W 



^*+ sen *6 \ I . X=0. 



Inoltre se il primitivo sistema di assi è ortogonale d=90", fe 
precedenti equazioni si rendono più semplici divenendo, 

/Q\ ^ _ IVA4-VC 

^^^ ^- 2(A-[-C) 

(10) Y*+Y7-X=0, in cni (a quantità /)=y^ 

è nominata il parametro principale della parabola. 

Corollario IV. Nel caso in cui 6=0=90®, si può pervenire 
alla trasformata (10), 1.® passando da un sistema di assi ortogonali 
ad altro pure ortogonale mediante le formule di trasformazione 
e determinando a, in guisa che nella trasformata siano eliminati i ter- 
mini in X' ed XY; %? trasportando gli assi parallelamente a se 
stessi e determinando le a, e 6 così da annullare nell'ottenuta equa- 
zione il termine in Y e quello indipendente dalle variabili. 

54. La reità che è perpendicolare alla tangente condita ai ma 

ewiva nel punto di tangenza nominasi normale. 

Problema. E$$enào Y[x^y)^=Q V equazione generale delle linee 
di secondo ordine^ designalo con 6 l'angolo degli assi^ determinare 

V equazione della normale condotta nd punto {co^^y^ situato sopra di 
essa. 

Siccome la tangente nel punto (t/oi^o) ^ rappresentata dalla equa- 
zione (j/ — J/o) • ^v H"(^ — ^o)-^'a?='®» ® '^ secante qualunque 



condotta dal medesimo punto da (j/ — !/o)^'Ì"(^*^^o)i^^^^ ' '^ condir 
zione affinchè queste due rette siano scambievolmente perpendicolari 
data dalla espressione 

H^y;^r^^ '^os d)-|-^(F'^ -F'y^ cos 9)=0 . 
conduce immediatamente air equazione della normale; 

(<) (y-y.) (F'(r,-F'i/, cos ù)-{co-w,) (F'y -F^ cos e)==0 • 
Se gli assi primitivi sono ortogonali, 0=90^ questa si riduce 



55. Una secante^ i cui punii d' intersezione con una linea di se-e 
condo ordine, a^ ed a^, sono ad una distanza maggiore di qualunque 
quaìitità assegnàbile da un punto arbitrariamente preso su della se- 
cante medesima, nominasi asymptoto dèlia linea, - 

Pbobleha I. Data l'equazione generale delle linee di seconda 
ordine determinare quella dèi loro asymptoti. 

Trasportando Torigine del primitivo sistema nel punto (cDq,!/^) 
arbitrariamente preso nel piano, per una secante da questo condotta 
e per la curva abbiamo le equazioni 

X=mp , Y=np ; F(X+a),, YHrJ/a)=0 : 

e quindi i raggi vettori dei punti in cui esse si tagliano sono de 
finiti dalla 

Però i valori di p dovendo essere infiniti affinchè la secante sia 
psymptoto della curva, è necessario e sufficiènte che sussistano J*' 
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tcondiziooi : 



An*+BTOn-j-Cf»«=0, nF^ -|-mF*a, =0 



della quale la seconda, per essere il rapporto — determiDato dalFal- 

m 

tra, si scinde nelle due. F =0, F =0 . 

Ed indicando per semplicità con N ed N^ le quantità SlÀE — ^BD; 
BE — 2GD, Tequazione degli asymptoti ottenuta eliminando da tali 
condizioni m^ n, cc^ yQ h: 

A{My— N,)'+B(Mj/-^,) (Ste-f N)-fC(MaH-N)*=0 

ovvero 

2A(Mj/— NO— (— I^=*=V— M) (Ma>-|-N)=0, 

e più semplicemente 

(4) ^-^XTy =p(MàH-N)=0 , 

la quale evidèntemente ha luogo solo per H<:0. Laonde ne deriva 
ii «eguente 

Teo&eha. Delle curve di secondo^ ardine la tola iperbola ammette 
dim &$ympMÌ che si ta^cmo nei centro della curva. 

Corollario L Designando con (a Fangolo compreso fra* gli 
asymptoti per esso abbiamo 

(2) tang «=?^i^^^^=M : e se ^^=0, w=90*. 



donde il Teorema : NelF Iperbola equilatera gli asymptoti si tagliano 
ad angolo retto. Inoltre se rimanendo invariate le espressioni A, J, 
\^^ si assume positiva M, ritenendo però lo stesso valore assoluto, il 
che equivale a cmm^tare una ellisse, B.0'5t^, costruita sui me* 
^ni aasr éeft» ifwbolai T angola é^f^l asymptoti- (fi> questa egua- 
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glia r angolo minimo 4^ compreso fra i due diametri conjugati eguali 
appartenenti all'altra (n.° 50*). 

Probìema II* Sta Ai/*-|-Ban/-|-Ca?*=— r equazione di una iper- 

bola riferita ad assi coordinati che cùmprendono Vangalo 0, trasfor- 
marla in cUtra riferita agli asymploti. 

Dovendo in questo caso T equazione della curva ridursi alla 
AXY-|-ft*=0, per le relazioni del n. 45* si hanno le 



-^A* M ]n^ A^ —hcQS(o 



Seneca sen*fl sen^o) *en'6 ser?(a sen^^ ' 
e quindi 
(3) XY=^=e!±È!==V. (n« 51*). 

Corollario I.* Posto in (X^^Y^) T origine di un nuovo sistema 
di assi paralleli agli asymptoti l'equazione della curva e di una 
secante qualunque sono: 

(X+X,) (Y+Y,)=ft^«, X=mp, Y=np. 

Pertanto i raggi vettori dei punti in cui la interseca sono dati dalla: 



/)• . »nn+K"»Y,-l-«X,)+X,Y,-V=0 , 



ovvero da 



mentre quelli in cui taglia gli asymptoti da 

* n m 
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cosicché la difibrenza dei raggi vettori relativi ad uno degli asym-;: 
ptoti e ad uno dei rami della curva essendo espressa da 



f 









eguaglia in valore assoluto quella sussistente fra i raggi vettori re- 
lativi all'altro asymptoto ed al secondo ramo di curva, 



qualunque siano m, n ed Y,, X,. Ed in pari modo si ba 

nominando ? — b^ il semi-diametro parallelo alla secanta Esso è k 
lunghezza compresa fra il centro della linea XY=k^, ed il punto. 

n 

ove è intersecata dalla retta y=:— X. 

m 

Da ciò deriva il Teorema. Se una secante qualunque taglia in 
due punti la iperbola i segmenti compresi fra la curva e gli asympo- 
ti sono eguali ed il rettangolo costruito m due di tali segmenti relar 
tivi al medesimo asymptoto è costante per secanti parallele, ed equa-, 
glia il quadrato del semi-diametro conjugato a quello ad esse relativo. 

Se la secante Y=np , X=mp diviene tangente, P|=P,, il seg- 
mento compreso fra i punti ove essa taglia gli asymptoti egua- 
glia 2b, ed è bisecato nel punto di tangenza, congiungendo poi 
questo col centro della curva si ottiene evidentemente (n.^ 52) il 
^mi-diametro a' al precedente V «onjugalo. 

Per la condizione che in questo caso ha luogo, 

\n mj mn 
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bsistendo due punii (X^YJ , ( — Y^, — XJ diamelralmente opposti 
che vi soddisfano le tangenti condotte alle due estremità di un me- 
desimo diametro o! sono parallele. Laonde si ottiene il Teorema : 
Gli asymptoti coincidono colle diagonali del parallelogrammo costruii 
to su due diametri conjugali qualunque. 

Polare- 

56.*" Tboikha I. Sia F((», y)=0 l'eqmzione generale di una li- 
nea di secondo ordine , se sopra ogni raggio vettore condotto da un 
punito fisso P((Vq, y^ si determina un punto R per cui, denotando con 
R^, R, le intersezioni di PR colla curva, è soddisfatta la relazione 

2 11 
^^^ PR^Pir^^PR, 

il luogo geometrico dei punti R è una retta. 

Siano anf le coordinate di R; il punto R^ che divide PR nel 

rapporto qualunque pp*i=:ijx e delermmato da -—- — ^' 7 • 

Ma» dovendo R^ giacere sulla curva, per determinare jx, si ha 
1* equazione : 

le cui radici corrìspondoDO ai due punii R^ , R, . Però la (1) tra- 
sformandosi nella 

g_PR , PR_PRrl B,R , PR,-fn,R , R,R , R,R 
PR,~PR, PR, ^ PRj ~PR,^ PR, 

ovvero nella Pi4^«=0, 

PR, "PR, 
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è evidente come il luogo geometrico di R sia deGnito dalla equa- 
zione : 



(2) 



yF,. -{-xP H-{Dy.-|-E(r.-L2F)=0. 



a> 



la quale essendo di primo grado in a? ed t/ rappresenta una retta. 
Questa si nomina polare del punto P relativamente alla linea di 
secondo ordine e P dicesi suo polo. 

Corollario. Se sulla polare di P {x^ , y^ si prende un purUo 
qualunque M{w^, y^ la polare di questo deve passare per iljHmtoP 
polo della prima. Infatti la (2) ordinata per w^ j/^, per a>=a>^, !/=yii 
diviene: 

y.F' +<»/ +(Dy,+EV,-2Fj=0, 

Vi ^i 

la quale esprime la condizione per cui il punto P(a?o,i/o) 8^^^^ ^^lia 
polare di M. 

Prorleua. Data una retta ly-\-mx-\~n^=Xi determinare le coor- 
dinate del suo polo relativamente ad una linea di secondo ordine 
espressa dalla equazione generale F(cr?,t/)=0. 

Indicando con w^y^ le coordinate del polo, l'equazione della 
retta data dovendo identi6carsi colla (S), da le condizioni: 

t/^(B/— 2 Aw) +a?,(2C/— B w)+(EZ— D w)=0, 

y^(DI— 2Am)-f^^{E/— Bm;-]- (2F/— Dm)=rO. 

Dalle quali eliminando si ottengono per x^, y^ i valori 



a?*= 



(3) 



l/o= 



B/— 2Am, Dm— E/ 
D/— 2Aw», Dm— 2F/ 

Dm— E/, 2C/— Bm 
Dm— 2F/, E/— Bm 



B/— 2Am, 2C/— Bm 
D/— 2Am, E/— Bm 

BZ— 2Am, 2C/— Bm 
D/— 2Am, E/— Bm 



Teorema II. Le polari dei vari punti di una retta /!/-f-ma?"j-n=0 
sono rette che passano tutte per un medesimo punto che è il suo 
polo. 

Sia wjy^ un punto qualunque della relia data: eliminando x^ 
fra r equazione della polare di questo (2) e la ly^-\-^mx^-\-n=0 , 
avremo : 

Ve [»»F'j,-^'J+["' (%+E«'-|-2F)-nF'J=0 , 

equazione che rappresenta una retta la cui posizione dipende da 
quella del punto xjy^ e che passa sempre per la intersezione delle 
rette: 

mF — /r —0, m(Dy+Ea?-j-2F)— nF =0 . 

Da queste si deducono di nuovo per a?, y polo della retta data i 
valori (3). 

CoROLLABio. Date due rette R ed S la polare del loro punto 
di intersezione deve necessariamente passare per i poli r ed s di 
ambedue le rette; ed inversamente la retta che congiunge due 
punti dati r ed s è la polare del punto d'intersezione delle loro 
polari R,S. 

Teorema III. Da un dato punto P tirate le due trasversali PR, 
PS, stano a|a,, b^b, t punti in cui ciascuna di esse taglia una li-- 
nea di secondò ordine, si congiungano questi due a due direttamene 
te mediante le rette a^b^ , a^b, , trasversalmente per le a^bj , a^b^ : 
allora se c^ è il punto d'intersezione delle prime, e e, quello delle 
alire^ la retta c^c, è la polare di P. 

Infatti r equazione della linea di secondo ordine riferita alle 
rette PR, PS prese per assi coordinati delle x e delle y sia 
Aj/*4-Ba?j/-f Ca?'+Dj/+Ea4-F=0 ; i segmenti Pa^ , Pa, ; P\ , Pft^ 
che questa determina sovra di essi rappresentati con a, a'; 6, V 
sono le radici delle equazioni C(»'-f-Ea?-[-F=0 , At/*-|-Dj/+F=0. 
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Laonde abbiamo 

a'^ a' F' 6 '6' F" 
Ma le equazioni 

ab ab 

esprimono le rette ajk^^ ajb^ e le 

co 



>H=''- ?+!-•=» 



le ttfò,, ajb^] e per conseguenza 

la retta c^e, la quale coincide colla polare di P origine delle 
coordinate. 

GoROLLAUO. Se le trasversali PR, PS divengono tangenti alla 
linea di secondo ordine, i punti c^, e, si confondono con i loro 
punti di tangenza; di guisa che la polare di un punto P si confonda 
colla retta che congiunge i punti di tangenza ( reali od immagi- 
nari ) delle due tangenti ( reali od immaginarie ) condotte da P. 
Questo Teorema somministra il mezzo di costruire colla sola riga 
la polare di un punto P relativamente ad una curva di secondo 
ordine già descritta : e quindi di tracciare le due tangenti che pas- 
sano per P allorché questo giace esternamente alla curva. 

Teorema IV. Se per il punto P si conduce la trasversale qualunque 
PR che tagli una linea di secondo ordine in R^ ed R, le tangenti 
a questa in "R^ ed ^^ si intersecano sulla polare di P. 

Infatti se ( Teorema III. ) ambedue i punti a^ a^ coincidono 
con R^ e b^ b^ con R, la polare di P passa pel punto c^ inter- 
sezione delle due tangenti. 



m 

•57* Dalla re!azi0ne che definisce la polare di P, 

2 1.1., P», - RiR, 

_:=:-- SI Irae-v— *=m;1 — =^r-^ 

PR PR.^PR PRi RRt 

la quale per R all' infinito od RR^=30 diviene PR4=PR, e perciò 
il punto P biseca una corda qualunque condotta per esso. Dunque 
ti centro di una linea di secondo ordine può considerarsi come il 
polo di una retta air infinito ; e le sue coordinate si ottengono dalle 

espressioni (3) in cui l=m=0, 

1 1 
Se il punto P è all'infinito, PR=«, avendo gD""t'ttKr=^» 

la polare ad esso corrispondente divide tutte le corde R^R, che 
passano per P e perciò sono parallele in due segmenti eguali ed 
opposti in direzione. Laonde ogni diametro di una linea di secondo 
ordine può riguardarsi come la polare del punto all'infinito a cui 
convergono le corde parallele che esso biseca. Essendo /j/-|-ma?-|-w=0 
r equazione delle corde , /'t/-[-fw'a?-|-w'5=0 quella di una retta ch^ 
si considera all'infinito per i'=m'=0, dalla equazione generale della 
polare (2) posto a)^={nl') : (/m') , y^-={mn) : {Im/) ed l'=m'=0, si 
deduce immediatamente quella del diametro. 

Se il punto P è sulla curva e coincide con R|, avendo 

2 11 

p-^=:^-{-g^ ed RRj=RB^, deve R^ coincidere con R^; per con- 
seguenza la tangente ad una linea di secondo ordine può conside- 
rarsi come la polare del suo punto di tangenza. La sua equazione 
immediatamente si trae da quella della polare ponendovi F(a?^,j/^)=0^ 



TrasTevttall 



58.* Teoeema. Se per un punto qualunque fico^^y^ si conducono 
due corde PR, PS che seghino la linea di secondo ordine espressa 
^alla equazione generah V{<x>,y )=0 respetUvamente nei punti R^ , 



1 
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R,; % S,, il rapporto dei reUqngoli PR^ . PR;. PS^ . PS, è eostàtUe, 
qualtmque sia la posizione di P, purché le direzioni delle trasversali 
rimangano invariate» 

Trasportando in P l'origine di un sisteaia di assi paralleli ai 
primitivi, l'equazioni della linea di secondo ordine e delle PH, e 
PS sono: AY'+BXY-i-CX*-j-D'Y+E'XH-F'=0, Y=n/), X=m( 
per PR, Y=n'p , X=mV per PS ; e quindi immediatamente si ot- 
tengono le relazioni 

F' F' 

PR,XPR.=^„,_LB^„^.C^« ' PS, XPS.=^^,_j_p^,^,^^,- 

da cui 

PRiXPR, _ An^^-|-BmV+CW' 
PS4 X PSjj Aw»-|-Bmn+Cm* ' 

la quale non conlenendo x^ y^ rimane invariata qualunque sia la 
posizione di P, purché però w, n, m! n\ quantità da cui dipen- 
dono le direzioni delle trasversali rimangano costanti. 

CoROLLABio I. In simile modo si dimostra il Teorema. Se per 
due punti fissi P, P^^ si conducono due parallele qualunque PR, P^r, 
il rapporto dei rettangoli costruiti sui segmenti che su ciascuna di 
queste determina la linea di secondo ordine è costante^ qualunque 
$ia la direzione di tali trasversali. 

Infatti essendo (aj^tj/g) le coordinate di P, ed (ajj,2/|) quelle 
di Pp evidentemente si hanno 

da cui PR,XPR._FK,Vo) 

quantità indipendente dal rapporto n: m dalla direzione delle 
trasversali. 
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Corollario II. Se P^ coincido col centro della curva , aven- 
do P^rj=P^rj, la quantità P/fXPi**, eguaglia il quadrato del semi- 
diametro parallelo a PR. Laonde il Teorema: / reik^ngoli costruiti 
sui segmenti di due corde che s'intersecano sono proporaionali ai 
quadrali dei diametri ad esse paralleli. 

Corollario III. Sia PR tangente alla curva, e perciò PR4=PR , 
la quantità PR^XPR, coincide col quadrato della tangente, lunghez- 
za compresa fra P ed il punto di tangenza R; e siccome da P 
possono condursi due tangenti, estraendo le radici dai rapporti 
eguali» si deduce che due tangenti condotte da un punto qualunque 
sono proporzionali ai diametri a cui sono respetiivamenle parallele. 
Corollario IV. Sia PP^ un diametro, ed A, A^ i punti in cui 
taglia la curva, PR, P/ siano trasversali parallele alle sue ordi- 

PR ^ P r ' 

nate, avendo PR,=PR,. V,=P.r.. sarà ap {«a ~AP, P,A "^ 

in conseguenza: ì quadrati delle ordinate di un diametro qualunque 
sono proporzionali ai rettangoli costruiti sui segmenti che esse de- 
terminano sul diametro. 

59.^ Probleuia. Essendo 

(1 ) F(cD, y)=Aj/'+Ba?i/+CcD»+Dj/+Ea?+F=0 

f equazione generale di una linea di secondo ordine , per un punto 
dato {co^^y^) condotte le trasversali qualunque 

(2) (2/-i/i)+^i(«>— «>i)=o, (y-yi)+<^a(^-^i)=o 

determinare la relazione fra o'^ e (t^ necessaria e sufficiente affinchè 
il polo di una di esse giaccia sulV altra ed inversamente. 
Avendo, n.^ 56, 

(3) ; J/.(B-2AO-h»,(2C-B . <r,)-i- (E-D<r,)=0 

Geometria Analitica 44 
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per il polo {co^^ della prima trasversale, e le (S') 

y,'(B-2A<rJ+<(2C-B(r,)-HE-D<r,)=0 

per quello {cc^'yi^ dell' altra, le condizioni a cui le arbitrarie c^ efl-^ 
devono soddisfare si ottengono, elinìinando x^ e y^ fra Tequazioni (3) 
e la (j/^ — Viì'^Ji^o — ®i)=0 e parimente eliminando ao^' e y^ fra le 
(30 e la (ì/o'— yt)+<^i(a?o'— a?4)=0. Pertanto i valori di x^, y^ ri- 
cavali dalle (3) adoperando le notazioni del n.^ 34 sono 

^' Py i-Pa-alyi+^i^;) |-P3'/i ' ' P.^-Pa^M-l-^i^iì+iVi ' 



per conseguenza una dì tali condizioni è 



(i) 



Il V P 

L p p 



rK+^r,) . 



1 p p 

' 3'3' "^j'a 
0, 1, x^ 



+cr,(r, . 



1 P P 

■» 3*3' "^a'S 
0, 1, X^ 

^v ^rz Pj'j 



=0; 



e questa essendo simmetrica relativamente a <r^, fl", coincide col- 
Taltra, le due condizioni riducendosi in una sola. 

60.^ Quel punto da cui condotte due Irasversali qualunque ad 
angolo retto, il polo dell* una relativamente alla curva (1), giace sul- 
r altra ed inversamente nominasi fuoco di tale curva. 

Pboslsma. Determinare le coordinate dei fuochi appartenenti 
alla linea di secondo ordine F(a?, y)=0, essendo d /' angolo compreso 
dagli assi coordinati. 

La condizione affinchè le trasversali (3) n.® 59 * siano scambie- 
volmente ortogonali, essendo 

l'equazione risultante in c^ ottenuta eliminando <f^ fra questa e 
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la (4) dovendo essere verificala qualunque tf*^, si scinde nelle due 
equazioni : 



(') 



1 P P I 
0. -1, !/j 

J/p "3^11 P|.| 



IP Pi 

» 3'3* 2*3' 

0,1 ,a?. 

Pi' ^3'»» ^S's 



1 P P 

» » * 3-3* ■ 2^3 

0,1 ,0?^ 

!/i» "1-3» Pji| 



IP? 

"1 ■^3^>«^r3 

Vi» * 3»i» M'I 



cos 



per cui si possono determinare x^ e y^- 
Sviluppando esse sono 



i^.(j/i-^tV2P3>i!/i+2P..3^t-r(Pt'-Pa^J=0 

ÌPs'jsKJ/ì-I/i' ^^« 6)— ytvPi'a— 2P3H ^^« fi)— P3n^i-h(P,4--Pri cojfl)=0 

e rappresentano due iperbole, le quali sono ambedue concentri- 
che colla data linea di secondo ordine. 
Se 6=90^ esse divengono 



(2) 






— P, »y 1— Ps.i^'iH- P*» =0. 



che esprimono le due iperbole delle quali la prima ò equilatera. 
CosoLLABio I. Sia P,,,>'0, trasportando il sistema di assi coor- 
dinati parallelamente a se stessi al centro delia curva, TequaziO" 
ni [i) n.* 59.* e (2) si riducono nelle 



Ay*+Ba:y-^Cco*=^; <_^.«=i%^; a,.y.= ?^ 



M 



M» 



M' 



Da queste si deducono per x^ ed t/^ le coppie di valori 



(3) 



X. 



V2A 



M 



y^(A-' 



C)=t=V(A-C)»+B'. 



V— 2A 



M 



J(A-C)=pV(A-C)«+B' 
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di cui due sono sempre reali e le altre due sempre immaginarie. 
Inoltre i punti che ad esse corrispondono determinano le rette 

Bì/-1-[R— (A— C)]a?=0, By-[R,+(A— C)]a>=o 

che coincidono cogli assi della curva. Laonde può enunciarsi il 

Teohema. Le linee di secondo ordine dotate di centro hanno 
sempre due fuochi che giacciono sopra uno degli assi della curva. 

CoBOLLARio IL Sia P^,^=0, trasportando il sistema delle coor- 
dinate al vertice della curva, e prendendo per uno dei nuovi assi^ 
Tasse stesso della medesima, l'equazioni (1) n.^ 59.^ e (2) si tra-» 
sformano delle 

Da queste si hanno i valori 

1 /a 

che convengono ad un unica punto situato sull* asse delle or. 
Donde si può stabilire* il 

TsoEBHA. La parabola ha un sx>h fuoco posto sopra l'asse; e 
condotta per quello normalmerAe a quesito una corda, la sua hmghei' 
%a eguaglia il parametro principale della cur^a, 

CoEOLLARio III. Per la ellisse e per la iperbola riferite agir 

assi e al centro, e date per ^-=±=^=1 , lo coordinate dei fuochi 
sono : per la ellisse , 



«',==*=iy^2(a'-6')(4=t=1) , y,==i=^y^-2(a«-6')(4=pi) 



% per la iperbola 



»i==4y 2(a«+6')(i=t=1) , y.=±l J-2(a'-i-6')(4=^i). 



4 od 

Quindi nella prima i due fuochi sono situati sull^asse maggiore, e 
nella altra suU'asse trasverso. 

GoROLLAuo lY. Gongiungendo un punto qualunque della curva 
( ellisse iperbola ) con ciascuno dei fuochi i raggi vettori che 
ne resultano nominati p^, p, hanno per valore 

e? — eoo 



f^x—^=a—e(v, p^^a-]^eoo, 



ricordando essere 






il segno — riferendosi alla ellisse, il segno -f- alla iperbola. Laonde 
l'I fuoco è punto tale che congiunto con un punto qualunque della curva^ 
la espressione di ogni raggio vettore è razionale. 



BserelBll. 



1 Trasformare le equazioni 

Vy'+Soiy-l-flD^-l-Sy— 6a>— 3=0 , 2y*— 4a?»-|-5aj^+8y4-10a>— 7^0 
al centro ( assi coordinati qualunque ). 

n. Determinare le equazioni dei diametri corrispondenti ùi 
sistemi di corde 

2y— 3(»-t-l=0, 05— 2i/+5a3=0, 2a>— 3j/— 3=0 

per le linee di secondo ordine date dalle equazioni 

3j/'+4aw/-l-2a)*+y— 20)— 1 2=0 , iy'+CDj/— 2a?*+7a?— 8=0 , 

V-l-4a?i/+2flP*— j/+3flp+1=0 , 

( assi coordinati qualunque )• 
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ni. Determinare le equazioni degli assi per le linee di se- 
condo ordine * 

j/*— 2ajy-f2a)'— 4j/-f-a>— i =0 , «/»— 2aji/— oc"— 2y-l-2a>-j-3=0, 
y»— 2aw/-}-a5'— 7aj— 3=0, 

(assi coordinati ortogonali). 

lY. Avendo le lìnee di secondo ordine definite dalle equazioni 

determinare le equazioni dei diametri respettivamente conjugati a 
quelli dati dalle 

y-^3a?=0, 2y~7a?=0, 4t/-j-5a?=0 
(assi coordinati ortogonali). 

Y Avendo la linea 

cr*— 3a;y-h/*+12=0, 

riferita ad un sistema dv coordinate il cui angolo sia di 60^ tras^ 
formare la sua equazione prendendo per assi coordinati i suoi assi. 

YI. Da un punto dato f{oo^,y^ condurre due trasversali pa- 
rallele ad un sistema di diametri conjugati appartenenti alla linea 
di secondo ordine 

Ay*+BaJì/+Ca?*-j-Dj/+Ea?-|-F=0, 

( il sìn^tejQa di assi coordinati essendo qualunque }. 

Vii Unito un punto qualunque M di una linea di secondo or- 
dine allo estremila di un diametro qualunque A A^, dimostrare che 
le Ire corJe VM, A^M ( corde suppkìuentarie ) sono parallele ad un 
sisle&u a dianaetri conjugati. 



ili 
vili. Dato un arco di ellisse o di iperbofa defterminare il suq 
centro. 

IX. Data una ellisse, determinare i suoi assi od un sistema di 
diametri conjugati che comprenda un angolo dato. 

X. Determinare in grandezza e direzione gli assi delle curve 
di secondo ordine le quali riferite ad assi ortogonali sono date 
dair equazioni 

y«_2a«/-j"3a?'— 2t/— 6a?+7=0, 4t/'— 4i»j/H-2a?*— 8y— 2c»+9=0 
it/*— 4cDy~7a?*— 8y+20a? -|-28=0, 4j/*— Sojj/ -f 2«»'— 4y+8a?— 3=0 

XI.^ Determinare il sistema di diametri conjugati eguali delie 
ellissi rappresentate dalle equazioni 

y«_4a?y4-6a)'— 2j/+2a?— 1 =0, 2y'— Son/^- 2a?^-|-y— 1 =0 
(assi ortogonali) 

3(»'+4a?y-f V— 2a?— 7y— 4=0, 1 4(»*— 4an/-f-i Ij/'— 60=0 
(angolo degli assi =60*^). 

XII. ^ Determinare il luogo geometrico di un punto da cui 
condotte le due tangenti ad una linea di secondo ordine espressa 
dalla sua equazione generale, queste si tagliano ad angolo retto. 

Xin. Trasformare T equazioni delle parabole, riferite ad assi 
ortogonali, 

V4-24a?i/+1 6a?*-f-S2i/H-46a?-|-9=0, 4j/*— 4a?j/-|-a?'— 4y+a?+2=0 

al vertice ed all'asse. 

XIV. Trasformare agli asymptoti le equazioni delle iperbole 

3j/*— 4(»j/— 03*— 2j/+a?— 1 =0, y«-j^5an/— a>*-]-7j/-l-a?— 4=0 
(assi ortogonali] 
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(assi che comprendono un angolo di 60^]. 

XY. De8cri?ere la iperbola conoscendo gli asymptoti ed uà 
$uo punto. 

XVI. Determinare T equazione di una linea di secondo ordine 
che taglia sugli assi coordinati segmenti dati. 

XYII.^ Dati quattro punti sovra una linea di secondo ordiDe, 
la polare di un punto qualunque passa per un punto fissa 

XYIII. ^ Trovare il luogo geometrico del centro di una linea di 
secondo ordine sottoposta a passare per quattro punti dati. 

XIX Trovare F equazione di una linea di secondo ordine ch& 
passa per cinque punti dati. 

XX. Trovare F equazione di una linea di secondo ordine che 
è tangente ai due assi, passa per un punto dato ed in altro punto 
parimente dato ha il suo centro. 

XXI. Unito un punto qualunque M di una parabola colla 
estremità A di un diametro AB, e condotta parallelamente a que- 
sto la retta A^M, dimostrare che AM, A^M sono parallele ad uà 
diametro e alla tangente parallela alle sue ordinate. 

XXII. Data una parabola, determinare il suo asse^ il sua 
vertice, ed il suo parametro principale. 
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CAPITOLO VII. 



MONOGRAFIA DELLE LINEE DI SECONDO ORDINE, 



61. Problema I. Determinare le condizioni necessarie e sufficienti 
cffinchì la equazione generale 

(1 ) Ay'-f Ba?j/+Ca)*-|-Dy4'Ea>+F=0 

rappresenti la circonferenza. 

Designando con (^,/3] le coordinate del centrOi con r il rag- 
gio della circonferenza la sua equazione per assi obliqui, è 

(y— ^)H (^»— «)'-|-2(t/— 0) (oj— a) eos fl=r*. 

E questa dovendo essere identica colla (1) dà le richieste condi- 
zioni, (n.* 50*) 

(2) A^C, B=2Aco5d. 

Corollario I. Se 0=9O^ esse divengono A=G, B=0. Quindi 
le quantità {cù,^) da cui dipende la posizione delia circonferenza 
relativamente agli assi, ed r da cui dipende la sua grandezza sono 
espresse dalle 

(3) «=--1. ^=:^_D. ^= D«-I-E'-4AF 



2A "^ 2A 4A* 

0tomH. ÀnalU. 15 
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E siccome !e espressioni di ^ e dod conteDgono F, se ne dtt- 
duce che due cireor^erenze sono concentriche se le loro equasioni 
unicamente differiscono nel termine costante. 

Corollario II* Se D'-l-E*=iAF, od r=0, l'equazione della 
circonferenza si riduce nella 

(4) (a,_«)»4-(y_/3)«=0. 

E evidente come questa sia solo soddisfatta dalle coordinate del 
punto ( x=cù , t/=^ ) , e per conseguenza rappresenti unicamente 
questo. Nulladimeno, ogni equazione esprimendo sempre una linea, 
per analogia diremo che la (4) conviene ad una circonferenza in- 
finitamente piccola il cui centro è nel punto {a, fi). Inoltre essa 
decomponendosi nei due fattori lineari immaginari 

(a^a).|_(y_/a)i=0 , {co—a)—{y—fi)i:=0 

può essere anche considerata come T equazione di dìie rette im- 
maginarie concorrenti nel punto {ctfi). 

Problema II. Determinare il rapporto in cui la retta che unisce 
i due punti {w^, t/|), (po^y^ è tagliata dalla circonferenza la cui equa- 
zione riferita ai centro e ad assi coordinati ortogonali è 

(i) ^ x'-^y'^A 

Le coordinate di un punto qualunque posto sulla retta cì^ 
unisce i punti dati, indicate con oo^ y^, vengono espresse da 

(2) ^=-T+A- yo=-TfX" 

in cui la quantità arbitraria è il rapporto 1 : A secondo il quale 
tal retta è secata dalla circonferenza. Perciò la incognita A si deter^ 
mina per la condizione che le coordinate (S) soddisQno alla equ^^ 
zione (1) che sia 



(3) AV,»-i-ì,,«-r*)+2A(<r,a,H-!/,y-'^+(y,M-«'.'--r')^. 
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CoROLLABio I. Determinare Veqiiazione delle tangenti condotte dal 
punto dato (x^y^ alla circonferenza espressa dalla (1). 

Se 8Ì indicano con w y \e coordinale di un punto qualunque 
della tangente, siccome la circonferenza è da essa secata in due 
punti coincidenti, è evidente che la (3), ove x=x^ ya=y» ammet- 
te radici eguali; quindi abbiamo 

(4) (a«»rhW.-r?=K'-+t/t'-*-*) if-^^-r") 

equazione richiesta. Queste due tangenti sono reali se x^-^-y^^r^ o 
se il punto dato è esterno alla circonferenza; sono immagòìarie 
se «?i*-H/£'<Cr*, od il punto giace nella superficie piana chiusa dalla 
circonferenza; sono coincidenti, riducendosi nella unica 

se x^^-\-y^=r^, o se il punto dato è posto sulla circonferenza. 

Corollario II. I due punti di tangenza delle (4) sono eviden- 
temente posti sulla retta ( polare di xjf^ ) 

(6) aK»,-fj/t/j— r«=0 

in quanto che le loro coordinate nel medesimo tempo soddisfano 
alle equazioni (1) (4) e per conseguenza alla (5). La polare è poi 
perpendicolare alla retta che unisce il centro della circonferenza col 
punto dato e determina sugli assi segmenti, ciascuno dei quali è 
una terza proporzionale fra il raggio e la coordinata corrispondente 
del punto dato. Inoltre le cordinate dei punti di tangenza giacciono 
sulla circonferenza data dalla 



(y- l)'+(-?)=^t^ 



rimanendo questa soddisfatta per le (1) (5): donde si deduci» 
costruzione descritta nella Geometria elementare. 
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62^ Problema I. Determinare f equazione della eircmferenza 
eircoscritta ai triangolo formato dalle rette espresse dalle equazioni 

(1) a^=a? cos x-]-y sen a — p=0 , a,=a? cos /3-j-!/ «^ A — Pi=0 ^ 

flt^=a?cosy-j-j/ sen y — f^ò 

riferite ad nn sistema ortogonale di assi. 

Qualunque equazione della forma »^»^-r ^^%^ò-\- H^t^t^^^^ ^^^ 
A e jx SODO costanti arbitrarie, denota una linea di secondo ordi- 
ne circoscritta al dato triangolo, poiché sussiste pei valori di x,y 
che soddisfano a ciascun sistema di equazioni; ^^=0, ^=0; 
«^=0 , fl^3=0; «2=0, «3=0, i quali perciò convengono ai suoi 
vertici. Le condizioni necessarie affinchè essa rappresenti una cir^ 
conferenza (n.® 50*) sona 

cos (^-f-y)-|-A cos {y-{-cù)-\'fi cos^ (a-j^/s)=0, 
sen {^-\-y)-{-^ sen (y+«)H-f^ sen (a-|-/S)=0. 

Eliminando fra queste successivamente A e jx, si ottengono i valori 

> sen [y — oùj ^ sen(a — ^) 

sen{p^ — a) ' ^^'^^sen{^ — «) ' 

Designando con C,. B, A gli angoli compresi fra i lati «^=0, a^=0 ; 
^4=0, «^=0; a,=0, a.j=0, essendo a — ^, y — u^ /S — y gli angoli 
che scambievolmente formano le perpendicolari condotte da un punto 
qualunque ad ogni coppia di lali> ed aveid» 

sen C= sen (a — ^), sen B=r sen {y — at), sen A== sen (^ — x\ 
F equazione della circonferenza circoscritta è 

(2) ajtìSj sen ^-{-cù^cù^ sen B-fna^a^ sen C=^0. 
CoBOLLARio 1. Le rette date dalle equazioni 

(3) fi5^scnA-|-a^scnB==0, ct^sen\-\'X^senC=:0, a^senB-\-ct^senC=9 



tangenti poiché passano ciascuna per uno dei vertici del trian- 
golo, ed in questo unico pu^to tagliano la circonferenza ad esso cir- 
coscritta. 

GoRoixARio II. Se da un punto preso sulla circonferenza si ab- 
bassano perpendìcdari suUe (3) queste sono date dalle espressioni 

—-^{ct^sen A+a, sen %j^c^^8en\-{^,senC\ — ^ («jSewB+tì^jienC); 

il prodotto poi di due di esse, per esempio, della prìma per la ae- 
eonda eguaglia , per la (2) , a^. Cosicché se ila tm ptmto di una 
circonferenza si conducono perpendicolari su due tangenti e sMa loro* 
eorda di contatto ^ il quadrato di questa ultima è eguale al rettan- 
golo delle altre due. 

Problema U. Determinare t equazione della circonferenza inscritta 
nel triangolo formato dalle rette (1). 

Uniti i punti di tangenza della circonferenza inscritte nel trian-* 
gole dato siano ^/^^O, ^/=0, ^3— i lati del triangolo così for- 
mato ed A', B', C ne siano gli angoli: allora l'equazione della cir- 
conferenza è a^a^senh!-\'OLla^senìil'\-ala^senC^==^Q. Ma per ogni suo 
punto, sussistono le relazioni a^=:A^, ci^=za^a^:^ ct^^=:a^^i 
ed anche, confrontando i due triangoli, le 

A'=9e*— i- A; B'=90*— — B; C'=90^— i-C. 

2 2 % 

Sostituendo questi valori, l'equazione della circonferenza si tramuta 
nella 

(4) y/ct^ . eos _A+VflJ, . cos — -B +^^3 . cos~ C=0, 

ovvero posto 

cos —X.=y/l , cos .--B=v'm , cos—C=^'s/n 

« 

(5) l^cL^'Y'm^x^-]- Y?ot.^ — %mn»jt^ — %nci^a^ — 2lmaj^a2=a 



US 



II. BlllMe etl Mpmfhmtm, 



63. Problema f. Trovare l'equaxione della tangente olle axnoe 

ejtoe od iperbola riferite agli assi, dato il punto di tangenza {(t^y^ 
Per le coordinate di due punii a)^t/|, wjf^ presi sulla curva 
hanno luogo le 

?^'=<,5!=fc^4; donde y£=y^=^('^^) 
La equazione della secante che li congiuoge è 

e pertanto quella della tangente che se ne deriva ponendo a;j=3=a;^ 

(2) y-y'-:T:^^> . ovvero ^«±?^=4 . 

Corollario. Essendo — IOl=1 Fequazione della circonferenza 

concentrica colle (1), e descritta con raggio a, la sua tangente in xju\ 

data da ^~^^y*=1 taglia quella data dalla (2) in un punto del- 

r asse 2a. 

Problema II. Trovare Vequazione delle tangenti condotte dal punto 



HO 

Procedendo come nel n.* 64 si trova 

Corollario I. Trovare V equazione delle due tangenti condotte alla 
tvrva (1) parallelamente alla retta 

(4) y^^mx-^-n, 

II punto xjf^ dpvendo giacere sulla (4) abbiamo ^ =m-| 

e siccome esso è ad una distanza maggiore di ogni quantità as- 
segnabile da un punto qualunque della retta , le quantità ^' ed 

— , — divengono m e 0: diviso ambo i membri della (3) per o?.^ 
immediatamente si forma ^equazion^ c^rcat^: 



CoROLLARiQ lì. Le tangenti condotte alla circonferenza 
x^-\-ff=za\ da a?j y\ o parallele a y=m'x-\-n hanno per equstr 
zioni 

Laonde per y\=^y^, m'=:!lm esse concorrono respetli va monte 

colle tangenti (3) (5) condotte alla ellisse nel medesimo punto deV- 
r asse. 
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64. Pkoblbka I. Trowwe requazione della normale oSc eurvt 

^ ' a* b* 

m 

(i^ondoUa per il punto w^ y^ preso su quesie. 

Dalla defiaìzione della normale n.^ 54 immediatamente si traet 

(2) y=yt=±^ od .^^-^=c». od-^ =^5^=1. 

X — x^ o*x^ w^ y^ ex ry 

CoRotLABio. / segmenti intercetti stilVasi^e 2a fra la normale e 
la ordinata dd punto della ewva per cui è condotta^ fra la ioft^ea- 
|e e la ordinata del punto di contatto si dicono su-normale, su 
tangente e si designano con S„, St; si nominano poi normale N e 
tangente T le lunghezze comprese fra il punto della curva e quella 
in cui esse tagliano tasse 2a. 

Per r equazioni (2) del n.^ 63 e (S) si hanno le espressioni 



(3) 



S,=(1-e>,. N=y^y/+(1-e«)V 






•). 



Problema II. Condurre le normali alle (1) per il punto xjj^. 
Indicando con XY le coordinate del punto ove la normale taglia 

)a curva, la sua equazione è ^=p--^=c*, e poiché su di essa 

giace il punto x^ y^ abbiamo la relazione i3=p^|i=s:c' . Per^ 

X Y 

tanto i punti delle curve le cui normali passano per il punto data 

coincidono colle intersezioni di queste colla iperbola 

(4) c*XY— a»a^^ . Y±6»y,X=0 
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i cui asymploti c*YdtA'j/j=0 , c^X — o*aj^=:0 sono paralleli agli 
assi 2a, SI&. 

65. Problema Determinare i raggi vettori condotti dai fuochi 
ad un punto delle curve 



s .,« 



Essendo ( a?=d=c, t/=0 ) le coordinate di punti equidistanti 
dal centro e nominati fuochi, ed w^y^queMe di un punto delle (1), 
pei raggi vettori si hanno: />4*=K— c)'+j/j«, ^'=(^i+c)M-J/i'- 
Ma a>^*-j-l/4*==i=fr'-(-c*a34* , ed =t:6*-f"^'=^' 5 e per conseguenza 
fi*=a* — 2ca?4+6'a?4'=(a— ca?J*, f^=[a'j-ea)^)\ 

Per la ellisse avendo e <;<,a?j<;a i raggi vettori ( di cui deve 
prendersi solo il valore assoluto ) sono 

(2) />,=a— co?,, f)3==:o4-ca?^, 

e danno per somma f^-|-p^2a. Laonde la iomma dei raggi vet- 
tori condotti dai fuochi ad un punto qualunque della ellisse è costane- 
te ed eguale all'asse maggiore. 

Per la iperbola essendo e>l, a?|>a, abbiamo 

(3) f^=ea)^—a, /)j=ea?^-|-a, ovvero f^—p^=%a. 

Pertanto nella iperbola la dijferenzt^ dei raggi vettori condotti dai 
fuochi ad fm punto della curva è costante ed eguale aW a^se tra- 
sverso» 

Corollario I.* Le polari dei fuochi nominansi le direttrici della 

a^ 
curva. Esse hanno per equazioni a?=db -. E per le espressioni 

e 
delle distanze S^, S^ del punto della curva oo^y^ dà esse date da 

si trae il 

Gtométria ÀntUiticm 46 
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Tbobeha. La distanza di un ptmto della curva da un fuoco sto 
Ma sua distanza dalla direttrice corrispondente nel rapporto costan- 
te, e: 1. 

Problema If. Determinare le lunghezze delle perpendicolari 
PtiP, abbassate dai fuochi F(-}-c,0), F.( — c,0) sulla tangente alle 
curve (4) 

Essendo ^^±^^*=l lequazione della tangente, esse sono e- 
spresse da 

(4^ p = fil^ — ft p = b ì^ — f. 

Corollario I. Dalle (4) si deduce P^P^=6*; cosicché si ha il 
Teorema. Il rettangolo costruito sulle perpendicolari abbassate 
dai fuochi sulla tangente è costante ed eguaglia il quadrato del semi- 
asse minore per la ellisse, e del seminasse immaginario per la 
iperbola. 

Corollario II. Designato con MT la tangente, con M il punto 
flpj y^, per le (4) abbiamo 

^' ^ =«efiFMT, —2= — -i— = senRMT: 



'' V'''*^' '" ■yj''''''^ 



6 quindi t raggi vettori condotti dai fiochi ad un punto della cur- 
va (i) formano colla tangente in esso angoli eguali. Per la ellisse la 
tangente è la bisetrice estema dell' angolo chiuso dai raggi focali , 
mentre per la iperbola essa è la bisetrice interna : ed inversamente 
la normale è bisetrice interna nella prima, ed esterna nell'altra 
curva. 

Corollario IH.* Una linea di secondo ordine può essere de- 
finita come il luogo geometrico di un punto le cui distan^se da un 
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punto e da una retta dati di posizione nel piano ( fuoco e diret- 
trice ) conservano fra di esse un rapporto costante. 
Corollario IY.^ Rappresentando con 

cij=xcosx \ ysenx — ^p=0, ci==xcos^-^ysenp, — P|=0 

tre rette riferite ad assi ortogonali requazione u^-\-X*c&^ — fi?Gt^=(S 
rappresenta una tal cvrva di secóndo ordine per cui ciascuna delle 
rette «1=0, ^^,=0, è la polare del punto d* intersezione dell' altra 
con la «3=0. Infatti essa può scriversi 

a^«=(^^— A«J (/A«3+A«,), A'«/=(/A«3— a^) (/x«j+«^). 

Dalla prima evidentemente appare essere le due rette 

le quali si tagliano nel punto cù==0, «3=0, tangenti alla curva, e 
la a^=0 la loro corda di contatto; per conseguenza il punto («^=0, 
«3=0) ò il polo di «^=0. In pari modo dalla seconda si deduce 
che il punto «^=0,«3==0 è il polo della retta «2=0. 

Se posto, A=1, /3=90*-[-« e quindi le due rette «|=0, «,=0 
scambievolmente perpendicolari, si moltìplica Tequazione 
«j*-j-«j* — jx'«jj*=0, per (1+0 • ^ quantità arbitraria qualunque, la 

significa come le rette «^-[-o"«j=rO, fl'a, — «^=0 perpendicolari Tuna 
airaltra e condotte per il punto («^z=0,«,=0) hanno respettiva- 
mente i punti {<rcù^ — ^,=0, «3=0), («,-|-^«jj=0, «3=0) per poli. 
Laonde per il n® 60 Tequazione 

rappresenta una linea di secondo ordine di cui un fuoco conoide 
col punto «1=0, «,=0- 



66. Allorché le equazioni della ellisse, e della iperlxda sono 
riferite ad una coppia di diametri conjagati , le cui lunghezze si rai>^ 
presentano con a^ b^, dovendo annullarsi il coefficiente del termine 
ayy, esse assumono la forma 



.t • ..< 



(lì ^^L— 1 

Adoperando i metodi già svolti T equazione di una tangente qua-* 
hibque ( CD^ y^ v^sendo il suo ponto di contatto ) riferita a questi 
assi coordinati è 

Teoreha. La tcmgenie condotta alla ellisse od alla xperMa per 

m 

la estremità di un diametro qualunque %a^ è parallela al diametro 
a questo eonjugato ib^. 

Infatti r equazione della curva a tali diametri conjugati ri- 

ferita essendo -1^=1:^=1 , quella della tangente il cui punto di 

contatto è ( x==z±za^ , y=^0 ) viene espressa dalla x=±za^ , e 
pertanto si dirige parallelamente al diametro 26^. 
Problema I. Data la curva 

(3) Jfz^l=:t 

^ ^ a* b' 

riferita al eéntro e agh assi trovare l'equazione del iiumetro eonju- 
gato a quello che passa per il punto {a^^y^) preso su di essa. 

La equazione di tale diametro dovendo essere quella di una 
retta condotta per la origine, centro della curva, parallelamente 
alla tangente in a)^y^ è 



(4) ^±1^' =0. 



CoBOtLAiio. Siano a, ^ gli angoli che il diametro .condotto 
per (a?j yj ed il suo conjugalo formano coli' asse delle a>, per essi 
abbiamo 

tahgc^=li tang^=:=^^2p: donde 



(5) tangx tangp,=:^z^ 



PftOBLBMA II. Determinare le coaréinate {co^y^ deUa eslremiià 
del diametro eonjugcUo a quello condotto per ooy . 
Quesre dovendo soddisfare alle equazioni 



a?a?.-^W* ^ a?* -* 






hanno i valori 



Problbha III. Esprimere k lunghezze di un semi^iamdro^ «^, 
condotto pel punto x^y^ della curva e del suo eonjugato, b^ , ambe- 
due in funzione della o?^. 

Avendo a,«=(r,«-f y^«, ft^«=a?,«+y;, per le (3) e le (6) que^ 
sle espressioni si riducono nelle 

(7) a,'=e\'=ì=b\ =i=&^«=a»~eV 

Corollario I. Da questi valori per la ellisse si ottiene le 
^i +^i =?*-f ^*- Laonde la somma dei quadrati di una coppia di 
semi'diametri cénjugati nella ellisse è costante ed eguale alla somma 
dei quadrati dei semi-assi. 

E per la iperbola si deduce la a^* — 6^'=a* — è', ovvero la 
differenza dei quadrati dei semi- diametri conjugati nella iperbola è 
costante ed eguale alla differenza dei quadrati dei semi-assi. 

Se a=6, anche a^=^b^, e l'iperbola in cui i diametri conjugati 
in ogni sistema sono eguali dicesi equilatera ( n.^ 50. ) 



m 

Problema IV. E^mère la lunghezza della perpendicolare ab- 
bassaia dal eentro della curva (3) stdla tangente condotta per il 
punto fiD^j/j preso su di essa. 

Questa è 

(8) p= ' '" 






per il Problèma precedente e solamenlè prendendone il valore as* 
soluto. 

Problema Y Determinare l'angolo compreso fra ima coppia qua- 
lunrjue di diametri conjugati appartenenti alle curva (3) 

Preso sulla curva un punto M (x^ y^ e condottovi la tan- 
gente MT; congiunto, col centro O, i due semi-diametri conjugati, 
2a^ S&i coincidono con OM ed ON, questo essendo parallelo alla 
tangente MT ed N designando il punto ove esso taglia la curva. 
L'angolo 9 compreso frai diametri eguagliando quello formata 
da OM e dalla MT, nominata p la perpendicolare abbassala da 
su MT, abbiamo 

(9) sene=2-=~ 

a, a,b^ 

Corollario. Dalla (9) derivando aji)^sen Q=ab può enunciarsi il 
Teorema. Il parallelogrammo costruito sui semi-diametri conju- 
gati di una ellisse o di una iperbola ha un area costante ed eguale 
al rettangolo dei semi-assi. 
67. La iperbola 

essendo Tunica curva di secondo ordine che abbia gli asymptoti reali, 

(SO ^t=i,^y ^, 

a ' ab 
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( D.^ 55 ) gode di proprietà a questi relative non esistenti nells^ 
ellisse e nella parabola. 

Tbosbma I. Gli €^mptoti coincidono colle diagonali del paràUe- 
logrammo costruito su due diametri conjugati qualunque. 

fl3* fi* 

Infatti essendo 2a„ 26- tali diametri, ed — , — ^-«=4» l'equa- 

zione della curva ad essi riferita, le diagonali del parallelograninio '\ 
cui lati eguagliano 2a^ 26^ hanno per equazioni 

X y co . u 

le quali sono quelle che esprimono gli asymptoti. 

Corollario I. Per la iperbola equilatera, «4=64, il parallelo- 
grammo di due diametri conjugati trasformandosi in una losanga^ 
gli asymptoti si tagliano ad angolo retto. 

Corollario II. // segmento di una tangente qualunque compre- 
so fra gli asymptoti è bisecato nel punto di contatto M ed eguaglia 
il diametro conjugato ad OM, (0 essendo il centro dello curva). Pren- 
dendo per assi coordinati il semi-diametro OM=a^ ed il suo co- 
njugato, r equazione degli asymptoti , e della tangente in M sono 

e quindi il segmento determinato su questa è y=z±db^. 

Teorema II. Se una trasversale qualunque taglia la iperbola 
nei punii a^, a^ e gli asymptoti in 6^, 6,, * segmenti ajb^, ajb^ compresi 
fra questi e la curva sono eguali. 

Prendendo per assi coordinati un diametro prrallelo alla tra- 
sversale ed il suo conjugato, questo evidentemente biseca le due 

rette a^a^, bj>^, e per conseguenza da Ojt=»aj=-^ , 6^t==ift — * « 



2 ' ^ ' 2' 
si trae b^i — a^t=i6, — ia^ ovvero tt^6|=ft,6j (n.® 55.) 
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68. PtOBLivA L Trovare requazione ddta iperhala riferita agli 
asymptotù 

Prendendo gli asyniptoti per assi coordinati nell' equazione non 
possono comparire i termini lineari in a?, ed y (rorigine coincidendo 
eoi centro della corva) ne quelli che contengono i quadrati delle 
variabili (gli assi tagliando la curva all' infinito); e quindi essa ha 
la forma: 

(i) ajy=K*. (n. 55) 

Per esprimere K* mecHante i semi-assi della curva, si osservi 
come Tasse trasverso bisecando F angolo compreso fra gli asym* 
pioti, le cordinate del suo vertice a;=t/=K si determinano ponen- 
do <o=y nella (1); e designando con a Tangolo degli asymptoti si 
ha a'=2K^-|-2K* eo$ a. Inoltre Tasse immaginario bisecando Tango- 
Io 180^ — cby e le coordinate del suo vertice essendo date da 
a>= — y'=W — ^ > ^^ P^r valore — 6*= — 2K?-f-2K' cos x. Formando 
ora la diflFerenza delle espressioni di a^ — 5* si ottiene 

(2) r=?!+*' (n.« 55). 

4 

Problema II. Determinare F equazione della taugetUe aUa iper- 
boia a)y=K^, t7 punto di contatto x^^ essendo noto. 

Preso sulla curva un punto qualunque x^y^ la trasversale 
condotta per x^y^^ x^y^ viene rappresentata dalla equazione 

yZlMs _■ "2 y % ovvero a causa di y== — » y.= — dalla 
X — x^ cp, — a?| ' a?j x^ 

(3) yt«^-H»2y=2K*-h/,a^2. 

Questa esprime la tangente allorché y^,x^ eguagliano t/p x^; quindi 
diviene 
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ik) a>,jH-y.«'=2*'=^('»*-|-<''j. ovvero ^^=2. 



CoMLLAEio. I ««egmenll ììod^, 8t/^ che la tangente determina sugli 
asymptoti formano il rettangolo iw^y^=^ik\ Laonde il triangolo che 
una tangente quaivnque forma cogli àiymploti ha una area co$lante 
ed eguah al doppio delFarea del parallelogrammo formato daile co- 
ordinate del punto di tangenza. 

69. Le curve di secondo ordine riferite ad assi coordinati 
tali che uno , quello delle x , coincida con un diametro e T altro , 
quello delle y, colla tangente condotta per uno dei punti ove esso 
ioterseca la linea a cui appartiene, sooo rappresentate dairequa- 
zione generale 

(1) Aj/*-fCcD'+Ea?=0: 

in quanto che la curva essendo simmetrica intorno all'asse delle co^ 
e lorigìne delle coordinate giacendo sul suo perimetro, la equa- 
zione sua non può contenere termini in x.y ed in y ed il termine 
costante ovvero indipendente dalle variabili. Di guisa che essendo 

r equazioni della ellisse e della iperbola riferite ad una coppia 
qualunque di dianietri conjagati , mediante la trasformazione degli 
assi, a?=X — a^ per la ellisse, e a)=X-\-a^ per la iperbola, esse 
divengono 

in cui la quantità — - nominasi i7 parametro della curva relativa- 
mente al diametro a?j=0, e parametro principale se tale diametro 
diviene un asse della linea ( n.HI, 12 ). 

Ctomttna Analil» 



7 
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Tsoftiou L La parabola può es»ere eonsideraia come U Umile 
a cui conoerga una éUisse od una iperbola allorché, rimanendo co- 
stante la distanza di un fuoco dal. vertice a questo eorrispondenU 
l'asse maggiore o trasverso cresce indefinitamente e tende a divenire 
maggiore di ogni lunghezza assegnabile. 

V equazioni della ellisse e della iperbola riferite al vertice e 
air asse sono 

^ a a* 

E denotando con S la disianza di un vertice dal fuoco vicino ab- 
biamo 

S=a—y/'^ó?—^, S=y/'€Np)'—a, ovvero b^=SaS=fzS' 
e per conseguenza 

Supponendo ora a infinito, i termini che contengono a per denomi- 
natore annullandosi, questa si trasforma in f^=iSa) equazione che 
rappresenta una parabola che ha il medesimo vertice ed asse delle 
curve da cui è generata. 

Tbobsiu U. // parametro principale di una curva di secondo 
ordine eguaglia la corda condotta pei' un fuoco perpendicolarmente 
air asse su cui queMo punto giace. 

Infatti essendo 

(2) y'=%^xz^y 

l'equazioni della ellissi e della iperbola , la corda focale f eguaglia 
il doppio di quella ordinala della curva corrispondente alla ascissa 
a?=^a— \/a*— 6^" per la ellisse ed x=Vc?l^—a per la ipcr- 
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boia. Per conseguenza si ha 

^4,(a~Va"^«)(a+v/?=6^)=^ od /•=2^1 

similmente si ditnoslra per la parabola. 

CoROLLABio Avendo posto, ( n.M 1,12) a*:4=6*=aV, Tequazio- 
ne (^) Sì trasforma nella seguente: 

Tboebiia II. // semi-parametro principale di una curva di se- 
condo ordine eguaglia la projezione della normale sopra il raggio 
veittore condotto per U punto ove questa taglia la curva. 

Essendo* -^z±^=\ Y equazioni della ellisse e della iperbola 
riferite al centro ed agli assi, ed 

— =P-'^==1 y _ Vi 
^*^i c*j/ " * X — ae x^ — ae 

quelle della normale, e del raggio vettore ambedue condotti per 
il punto M{x^y^ preso sul perimetro della curva, la perpendicolare 
abbassata sul raggio vettore dal punto ( j/=0 , x=e^x^ ) ove la 
normale incontra V asse maggiore per la ellisse , e V asse traverso 
per la iperbola è rappresentata dalla equazione: 

^^) x—e^x ~ "T"^' ^^^^^^ ^^ yy^-\'x{x^—aé)-\-e\{ae—x^)=0. 

Ma la lunghezza P della perpendicolare menata da M sopra la (3), 
L la quale lunghezza evidentemente è la projezione cercata, ha per 



eepressioiic: 

Vy,* ^-(a•^—aef 

e, a cagione della relazione, y^^^ — c*)(o* — 'cr*), ( tu H, 12.) 
essa si Irasfortna nella 

{a—ect^ a 

in simil modo si dimostra questa prq)osizioiic per h parabola. 



Hetarii per descrlTerc la Blliaae m per trscrl«r»e 
le CaBS«nlt. 



lo. Pbobiema I. Doli in grandezza e posizione gii assi di una 
Ellisse descriverla per pun(i. 

Metodo I. Essendo AA', BB' gli assi, coslruili i triangoli ret- 
tangoli BOF, BOr di cui un cateto eguaglia il semi-asse minore 
OH e l'ipotenusa il semi-asse mag- 
giore OA, i loro vertici F, F sono 
i fuochi della curva. Quindi da A' 
come origine preso sopra AA' un 
segmento qualunque A'P maggiore 
di A'O, si descrìvano due archi con 
A'P per raggio e col centro buc- 
cessivamente in F ed in F; di poi 
col centro in ciascuno di questi punti e con raggio eguale a 
PA=A.i' — A'P descritti due altri archi, i quattro punti ove in- 
tersecano i precedenti appartengono alla ellisse. In simil modo con 
n operazioni si determinano 4n punti i quali congiunti con una 
linea continua formano la ellisse. 




sia 
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Metodo II. Descritta una circonferenza avente per diametro 

l'asse maggiore A'A, ^condotta la sua or- 
dinala MP, e divisa in N in modo che 

NP_CB . 

p^ — -qt, I punti N determinali ap- 
partengono alla curva. 

Metodo IJI. Preso sovra l'asse mino- 
re BB' un segmento C6<CA— CB diffe- 
renza dei due semi-assi, a — 6, ponendo 
in 6 il centro e con raggio eguale ad a—b si determini sull'asse 
maggiore A A' il punto a; quindi condotta la retta bct, su di essa 
si prenda la lunghezza ct{i=b: i punti N che così si ottengono 
sono sulla ellisse. 

Problema IL Dati in grandezza e posizione gli assi di ma 
ellisse descriverla per moto continuo. 

Metodo I. Determinali i fuochi F ed F' , fioite m questi le 

estremità di un filo la coi lua^ezza 
eguagli AA', uno 8t3e che 9i muove 
in modo da tendere ccwtfimianigiite il 
filo, traccia la ellisse. 

Metodo II. Se una riga 
DD'=CA-[-CB la quale porta in M 
( MD=CB ) uno stile si muove in 
guisa che le sue estremità D' e D siano ciascuna sopra uno dei 
lati deir angolo retto BCA , lo stile traccia una eHisse i cui assi 
sono 2CA, 2CB. 

Lemma I. Se in una ellisse una iangenU fiMifem^ ta^a due 
diametri conjugati, il rettangolo costruito sui segmenti eke daseuno 
di essi determina sulla tangente contati prenàend0^ il punto di con- 
tatto per origine eguaglia U quadrato del sefni-diaimetro ad essa pa- 
rallelo. 

^ Preso per assi coordinati delle y e delle x il diametro paral- 
lelo alia tangente od H «sno coniusalo f le cui lunsjhezze sono indi- 
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cale eoo 2o„ 26,) essendo M{<Djf,) un punio qualunque della curva 
abbiamo j^^ 



per r equazioni dei due diametri conjugali di cui uno ha una estre- 
mila nel punto M e della tangente. I sementi su questa hanno 

evidentemente per valori y=?!o,, j/,=— *i3.o. e quindi il ret- 

^0 «.Ve 

tangoio compreso e y,y,= — b' 

Pkoblbiia ni. Dati in grandezza e posizione due semi-diame- 
tri conjttgati di una rf/ùie, eostruire i tuoi aai. 

Siano Oa, 06, i semi diametri coojugati, la retta A.V condot- 
ta per l'estremità a di uno parallelamente all'altro è tangente al- 
la curva. Determinato sovra Oa un punto 
M, ( il quale giaccia relativamente ad a dalla 
parte opposta di ) e tale che per esso sus- 
sista la relozione 0(iXoM=06' sì descriva 
nna circonferenza che passi per O e per 
M e che abbia il centro sulla tangente AA' 
in G. Le rette OA, OA' che congiungono i punii A,A', ( in cui questa 
è della circonferenza segata ] con rappresentano per il l^mma pre- 
cedente, e per essere l'angolo A'OA retto, gli assi della ellisse. 

Problema IV. Coslrutre per punti una ellisse allorché san dati 
in grandezza e posizione due suoi diametri conjugati. 

Avendo AA'=2a,, BB'=26, sì 
costruisca la ellisse ADA'D' pren- 
dendo per assi le rette AA'=2<i,, 
DD'=BB'=26,, l'equazione 

^-1-— v=l, secondochè è riferita 

agli assi coordinati obliquangoli AA' 
BE', ovvero iagli assi ortogonali AA', DD' può esprimere Tel- 
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Uflse richiesta o la ADA'iy, e siccome i due sistemi d' assi coordi- 
nati hanno il medesimo asse delle x così ad una data ascissa CP 
corrispondoBO per ambedue le curve ordinate eguali in lunghezza. 
Laonde condotto da P le PM', PM respetiivamente parallele alle CD 
e CB, il punto M per cui PM=PM' ed è eguale alla ordinata del- 
la ADAV è un punto della richiesta ellisse. 

Problema V. Dola una retta e gli assi di ma eUisse ( in po- 
sizione e grandezia ) determinare % punU in cui esse s'intersecano 
senza tracdaire la curva. 

Siano CA, CB i semi-assi della ellisse, e sia SM la retta data 
( S essendo il punto di essa che giace sul prolungamento di AA ); 

descritta la circonferenza ADAD sul- 
Tasse maggiore AA, si congiunga 
il punto B con un punto qualun^- 
que m di SM e si conducano la 
i»p perpendicolare ad AA e la Bm 
e sia Q il punto ove l'ultima taglia 
la AA. Condotta la DQ, il punto 
di sezione n di questa con pm co- 
giunto con S siano N, n' i punti in 
cui S» incontra la circonferenza, le rette NP, N'F perpendicolari 
ad AA determinano sopra la retta data Sm i punti M ed M' che 
sono quelli nei quali la ellisse è da essa intersecata. 
Infatti abbiamo 
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^"^-PP ovvero «P=?^. ed N:£L=NP=»£ 
mp BC mp BC MV MP mp 

e quindi i punti M ed M' che dividono le rette N'F, NP nei rap- 
porto dei semi-assi CA: CB sono punti che insieme appartengonoT 
alla secante ed alla curva. 

Problema VI. Condurre la tangente in un punto H di una ei- 
Hsse di cui sono doli gli assi, ( in grandezza e posizione ). 



ne 

Mbtobo I, Essendo AA', BB' gli assi si <iescriva sovra AA' 
come diametro una cirooofereoza ADA'IV e 
&ta H' il punto ove è iocootrat* daUa per- 
peodicolare abbassata da H sovra AA'. La 
taogeote in H' a tale drconferensala gli il 
{N-olungam£Qlo di AA' in S, la SM èia tao 
gente richiesta 

Metodo IL Determinali i fuochi F ed T 
della ellisse si unisca con ciascuno di questi il dato punto di tan- 
genza H; quindi sopra il {H'olungunento di FV sì prenda h lun- 
ghezza HN=FM, la perpendicdare HTT abbassata da H sopra 
la FN è la richiesta tangente- 

Cmollauo 1. Omdiare la UmgetOe in wi punto M éi «M e/- 
lù$e ^ cui tono dtOi in grandezza e pousioM due diamttri ttmju- 
goti. Costraita la elUsse auwliare ADl'D' ( Problema [V. }, da M 
si conduca la ordinala obliqua HP, e da P la Ptf. In W «ll'oHiHe 
ADA'jy si descrìva la taiigeole e sia S il puolo io cui saga la ^A'; 
la HT è la tangente alla ellisse data. 

CoMLUBio li. Condurre ma normale in «ti punto H a^aru- 
nenie ad una eUÌt$e della quale sono noti in grandezza e posizio- 
ne gli atti. Determinali i fuochi F, F, della curva, tirati i raggi 
focali MF, MFj, eopra uno di questi si determini uà segmento Uf 
eguale all'altro, Uf=VlT^: la normale è la perpend.icolare abbas- 
sata da M sulla coogiungente fF. 

PaosLBMA VIL Condurre le taitgenti da tm punto P esterno ad 
una ellisse della quale tono dati in 
grandexia e posisione gH assi. 

Metodo I. Determinati i fuocU, 
col centro in uno di questi F e con 
raggio FMN=AA' si descriva l'arco 
NN' quindi prendendo per centro il 
punto dato P e per raggio la sua di- 
stanza PF dall'altro fuoco F si tracci l'arco NFN', N ed N' siano i 
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punii in cui t|uesli arcfci si tagliano. Tirale le rette FN , FN' le 
perpendicolari PM, PM su queste abbassate, da P sono le due tao- 
geati alla ellisse. 

Metodo II. Sia M j[ punto esterno; tirata la ordinata MP, e 

le congiungenli MB, e DI ( l 

essendo il puato in cui la 

prima incontra l'asse AA' ), 

sia M' la intersezione di DI 

col prolungamento di MP. Da 

M' menate alla circonferenza 

te tangenti M'TS, M'T'S'. 

( S', S sono i punti dlnterse- 

zione con AA'], le rette SM, 

S'M coincidono colle tangenti 

aUa ellisse, ed i punti di contatto I, ed (' sono determinati in esse 

dalle ordinate condotte dei punti di conlatto T, T delle tangenti 

alla circonferenza. 

PaoBUiiA Vili. Coitimrt parall^amente con una data retta RS 
te tangenti ad tma tUiste i^» quale som dati gU assi in grandezza 
V potisione. 

Metodo 1. Essendo F, F i fuo- , 
obi della ellisse, ed SR la retta data, 
da mo di essi F su questa si con- 
duca la perpendicotare indefinita FNN' 
qiibdi ponendo i4 centro nell'altro fuo- 
co F* e con raggio F'N eguale all'asse 
maggiore si descrìV'a' un arco di cir- 
conferenza cbe la tagli nei punti N ed 
N': dai punti M, M' in cui le congiun- 
genti FN, FN' incontrano la curw 
condotte le rette TMv T'M' paralelle 
alla SR, ( rette repeltivamenie perpendicolari alle FN, FN' nel lore 
pMDto di mezzo ), queste sono te tangenti alla ellisse. 
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Mktow) n. Da! centro della curva tirata una retta Cp paral- 
lela alla reità data , e per un suo punto qualunque p la congiuu' 
gente pB, e la ordinata ppf , 
sia p' il punto ove questa k «e- 



lotte SM, S'N paralelle a Cp aooo le rìchiesle taogeoti. 



lle<«MÌt ^r dr*erlv«re la Inerbala e pnr fraeclarnv 
le <ancen(i.' 



74. Problema I. Dati in grandeiza e punizione <jli asti di una 
tjKrbda desetiverìa per punti. 

Metodo. I. Essendo AA' l'asse trasverso, e BB' l'immaginario 
i ponti delermiiiali sopra AA' prendendo OF=OF'=BA sono 

t due fuocbi 

da A' presa i 

giore di A'F, 

gio e ponendo 

tro Dei fuochi 

archi: dipoi p 

altra lunghezza 

la precedente a 
asaumendo ciascun fuoco per centro si traccino due nuovi archi. 
Questi tagliano i primi in quattro punti appartenenti alla Iperbola 
richiesta. 

Mhtodo II. Preso un punto qualunque (* sul prolungamento 
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detrasse trasverso A'A, da casosi conduca alla circonferenza descii ti 
sopra AA' come diametro la tangente PiN: quindi determinati i segmen- 
ti ( contati assumendo P per ori- 
gine ) Pw'=:CB=6, Pm^CAzrzza, 
sì conduca da n'alia congiungente 
mm la pìralella n'N. Il putita M 
stilla per|)endicolare ad AA' per 
CUI PM=PN appartiene ialla iper- 
bola richiesta. ^ 

Problema il. Daii in yrondezza e posizione (jli assi di vna 
iperbola de&criverla per moto continuo. 

Una riga di cui una estremità è imperniata per modo che pos- 
sa liberamente ruotare intorno ad un pun- 
tò F f)orta in una sua parte un anello 
fisso munito di uno Atile M. Air altra 
esiremità R della riga è fissato , un filo 
così che passa per lanello od è fissato in 
lY Mentre la riga ruota intorno ad F lo 
stile desf*rive la iprrhohi. 

CouoLLARio. Data la direUrice, la direzione di un asymptoto, 

ed un fuoco di una iperbola descriverla per 
moto continuo. 

Si prenda la squadra obliqua CBA tale 
che chiuda l'angolo CBA eguale a quello che 
la direzione del dato asymptoto forma colla 
direllrice DD'. Un filo ha una sua estremi- 
tà fir^sa nel fuoco F e laltra airestremità C 
della squadra e passa afferrato in un anello 
munito di stile M che è fìsso alla squadra, 
borrendo questa . lungo la direttrice, lo stile 
M descrive la iperbola. 

Prodkrma III. Descrivere la iperbola allorché sono da(i yli 
asìjmjAoii ed un punto su rli essa. 
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Siano CT, GS gli asymptoti. ed H il punto della curva. Una 
trasversale qualunque per questo con- 
dotta li intersechi nei puaU N, N', il 
punto, M per cui NM=N'M' appartie- 
ne alla Iperbola. Così tirando altre tra- 
sversali per M o p 
punto della curva 
minare tanti punti 
sari affinchè insìei 
mino una linea continua. 
CoBOLLAKio I. Descrivere la iperbola eonoscendme un asymptoto 
e tre punii. Siano CTI' asyniptolo, M , M', M" i tre punti : tirata 
la secante MH' segnato il punto N in cut è incontrata da C T , 
si prenda M'N'=MN, il punto N' appartiene al secondo asymptoto. 
Operando in simil modo per la secante MM" sì ottiene un nuovo 
punto del secondo asymptoto; di modo che questo essendo piena- 
mente determinato a descrivere la iperbola si adopera il metodo 
precedente. 

CoKOLLABio II. Determinare gli atd delta iperbola eonoscmàane 
gli atymploti ed un punto. Gli assi in direzione coincidono colle bis- 
settrici degli angoli chiusi dagli asymptoti. La lunghezza di uno dei 
semi-assi si ha conducendo dal punto dato M della curva una per- 
pendicolare dM6 sulla direzione dell'altro asse, e quindi prendendo 
una media proporzionale fra i segmenti a 
dicolare compresi fra M ed i punti a, b in 
Problema IV. Descrivere la iperbola ci 
e po^xùme due diametri eoi^ugati. Questo 
me il precedente. Infatti le diagonali del p 
sui diametri coojugali coincidono cogli asyi 
tre due punti della curva, te estremità 
reale, o si può immediatamente descriverla, o possono essere in gran- 
dezza e posizione determinati ì suoi assi. A costruire gli assi può 
essere adoperato il metodo esposto al -( n.* 70 ) per la ellisse. 




determinando però il punto M per modo che giaccia dalla me- 
desima parte di relativamente ad a» e sussista la relazione 
OaXaM=06l 

Problema V, Condurre la ta/iigente in vn punta M di una iper- 

boia t cui am sonò dati in ^grandez- 
za e posizione. 

Determinati i fuochi F, F', con- 
dotti i rag^i vettori MF, MF' si ta- 
gli sul maggiore di questi MF^ un 
segmento Mf coirorigine in JVf eguale 
all'altro raggio MF: la perpendicolare 
MT abbassata da M sulla congiungente 
F/ è la tangente alla curva. 
CoROLLABio I. Condurre una normale in un punto M di una 
daia iperMa. Avendo prolungato il raggio vettore MF' di una lun- 
ghezza ìAf eguale air altro raggio vettore MF, la perpendicolare ti- 
rata da M sulla congiungente Ff* è la dimandata normale. 

ComoLLABio II. Condurre una tangente in un punto M di una 
iperbola di cui sono daU gli a^ymptoti. Tirata per M una parallela 
ad uno degli asymptoti CT e prolungala fino che tagli T altro CT' 
in t, 81 prenda su questo da C il segmento Ck doppio di Ct e si 
conduca la AM. Questa è la tangente in M poiché il segmento 
compreso fra gli asymptoti è in tal punto bisecato. 

Pboblbiia vi. Condurre^ le tangenti da un punto esterno alla 

iperbola i cui assi sono dati in gran- 
dezza posizione. 

Mbtodo I. Sia N il punto dato; 
determinati i fuochi F, F', ponendo 
il centro « in F con raggio eguale 
a FN si descriva un arco di cir- 
conferenza ; quindi prendendo F' 
per centro con un raggio eguale 
all'asse trasverso AA' si descriva un altro ateo di circonferenza il 
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<|uale intersechi il |iriinn nei p'inli T, T': tirate le congiungenli FI'. 
FT' le perpendicolari NH, NR' abbassato su queste da N sono !'• 
ricliieste tangenti. 

Metodo II. Sia P il punlo l'sleino: descritta lu circonfcrcnj^'i 
sopì a ras!« trasverso AA'^3a 
come diametro, si elevi da A 
la perpendicolare a questo AT 
eguale in lunghezza al semi-asse 
iinniaginariò CB=b, e &Ì abbas- 
si da P la ordinata PQ; quin- 
di preso sopra AA' da A come 
origine il segmento AO:=PQ 
si tiri la retta TO, e parolle- 
lamente a qilesta da Q la QU 
la quale incontri net paoti G, tj 
la circonferenza AGA'.l piedi H. r delle ordinate GR, <jt congiurili 
con P determinano le rette RP, rP le quali sono limsenti alla iperbola. 
Infatti posto PQ=!/o, CQ=a;„, gr=^J^. Cr^ar, , dele^-niiiialo 
flj, per le relazioni y^A~as^—a^ . .'/, ■ '» : : "^o+^'i ' Wo ■ '■' equazione 
della retta che congiunge i punti P,;/ è identica con quella delia 
tiingente alla iperbola menata per P ( ii." 03 ). 

Proilenì. vii. Ctiìidurre paialetlameitle con «ita data Tetta SS 
le tatigeiiti ad unti iperbola delia 
tjuale sono dati gli assi in gran- 
dezza 

uno 1 
pendi 
ponei 
F co 
sver» 
circoi 
«olare in N, «.Le perpendicolari elevale sulle congiungcnti FN, 
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Frt nei loro punii di mezzo sod9 le laogenli alla ipcrbola parallele 

ad RS, ed ì puDli in cui sono intersecale dalle F'N, F'n §ono i 

punii di tangenza. 



Ili* Par«li#lii 



7i. Problema I. Trovare t equazione della iatigenle alla parabola 
rifoìiia al vertice ed alf asse 

[i] !/'— 4/xr, 

dolo il punto di tangensa {x^y^) ^"^ 

La corda cbe congiunge i due punti {x^y^^ (^^S/J P**^^' ^"''^ 
curva, e pei quali hanno luogo le relazioni yi=='^pco^, y,*=4p^j 
ovvero la 

yj-y^^^J^ ha per equazione ^^* =-^« , od 



^i -i 



Laonde l equazione della tangente che da essa si trae ponendo 



(2) yj/t— 2p(«>-f^i)=o. 

ComoLLAlifo L II punto in cui questa interseca Tasae ha per 
coordinate y=XS, ar^ — <p^. Pertanto la sutangente (n.^ 6i) ha per 
espressione Si==2ir^ ed è bisecata nel vertice della curva: e la 

lunghezza della tangente è T=z2y/wjf^fw^ 

CotOLtAUO II. L'equazione della polare del punto (cbij/^) rela-i 
tivamente alla parabola (1) è della stessa forma di quella della 
tangente yyf-^%p{x-\'a>^)=:0; cosicché essa incontra Fasse nel punto 
(j/=0, 00= — x^ Laonde si può enunciare il Teorema: ilMegmen- 
io che le polari di due punti qualunque determif^no i^^^'w|e egua- 
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jjltta quello c%e è compreso fra % pieài dette ordinate det punti eon- 
«irferoti. 

Problema II. Trovare requaxùme delle tangenti condotte da uh 
funto estemo {x^y^ aUa parabola (1 ). 

Adoperando il metodo sviluppato nel n.^ 61 si trova: 

CoROLLABio I. Irovare Vequazi4me della tangente wndatta alla 
parabola (I) paralleìamcnte alla reUa ^ 

(4) y=mco-\-n. . 
Operando x^ome nel n.^ 63 si ottiene Tequ^ione: 

(5) «(f— ma?)=p. 

pROBLBliA ni Trwmre V equatione della ivmnaìe aUa paraho'- 
ta (1) condotta per il punto xjy^ preso sul suo perimetro. 

Essendo la normale la perpendicolare alia tangente nel punto 
di contatto oo^y^ è espressa per 

co — a>^ xp 

CoRoiiLARio t La sunormale e la normale sono e^eòse dalle 
Tormole 

Pertanto nella parKAola la sunormale è tostante ed eguaglia U scmi-^ 
parametro. 

Problema. IV. Condurre le normali alla paràbola (1) per il 
punto estemo xj/^. 

Indicando con XY le coordinate del punto in cui la normale 
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incontra la curvarla sua equazione è 

3p(y_Y)-|-Y(a;— X)=0 : 

e siccome il punto x^y^ giace su questa, così sussiste l'equazione 
dì condizione 

2p(» — Y)+Y((r,— X)=0, ovvero XY+y(2|)— or,)— 2|»^,=0 

Di guisa che i punti delia, parabola le cui normali passano per 
^tVi ^^^ ^ intersezioni delle curve: 

delle quali la prima è una iperbola equilatera avente per asymplo- 
ti le rette y=0 , X=a>^ — 2p , la seconda la parabola. Dalla posi- 
zione della iperbola si deduce che il numero delle intersezioni non 
può mai superare tre. 

7S. Probibua I. Determinare la hmghe:iza del raggia vettore 
condotto dal fuoco ad un punto dMa parabola 

(<) y*=ip<r. 

Essendo ( <s==p, y=:0 ) le coordinate di un punto preso sul- 
l'asse della curva e nominato fuoco, ed tc^y, un punto qualunque 
del suo perimetro , il quadrato della lunghezza del raggio vettore è 

/>*=(aj,~p)'-|-j/,'=(p-|-<»,)* ovvero 

(2) f=p-fa>.. 

CoROUABio I. La polare del fuoco nella parabola è la diret- 
trice la cui equazione essendo (r^p=0 è paralella alla tangente 
«1 vertice, ta distanza di un punto qualunque della curva (oj^j/i) 
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da questa è of^-^p e perciò la dittanxa di un punto àdla curva 

datta direUriee eguaglia la tua distanza dal fuoco. 

GotOLLAaio IL Condotta alla parabola una tangente qtàobmque 
perilpunto di contatto U (a?^^^), e determinaio U punto N(y=:0. 
w=—x^ ) in cui essa taglia l' asse , il fuoco F è equidistante dai 
due punii M ed N. Infatti abbiamo FM=/)-|-j:^4=MN. 

CototuBio III. Una tangenU qualunque MN alla parabola for- 
ma angoli eguaii cdCasse e col raggio f>ettore FM condotto per il 
punto di tangenza M. Ciò immediatamente deriva dal triaiigoio 
FMN, ( N punto in cui la tangente incontra Tasse ), ohe è un trian- 
golo isoscele. La tangente nel punto della curva (y=0, a?=p], a cui 
corrisponde V ordinafà focale forma ooll'asse un angolo di 15.^ 

Inoltre si consideri il diametro che ha in M{a>ju^) la* sua estre- 
mità e perciò dato dall' equazione y=^i , e si trasportino gli assi 
coordinati parallelamente a se stessi in un suo putito qualunque 
P( y=y| , a?=tf ) per mezzo delle formule di trasfbrmeaìoiie 
j/=Y-|-4/j, a?=X-|-a, Tequazione della parabola diviene 

Y»-f2Yy,—4pX4-y,*— 4/0=0. 

La retta X=m^, Y=mf è bisecata in P se ha luogo la relazione 



^à — Ìpm=^0, da cui si trae — =— ed Y=^-X. Ritornando agh* 

essi primitivi la retta (y — j/|)= -(a? — a) essendo bisecata dal dia- 

Vi 

metro y^^Vp qualunque a, esprime una corda qualunque che gli 
corrisponde ed essendo parallela alla tangente in M, abbiamo il 
Teorema: che la tangente alla parabola è parallela al sistema di 
eorde bisecate dal diametro che passa per il suo punto di tangenza. 

Corollario IV. U angolo compreso fra due tangenti qualunque 
eguaglia la metà delV angolo compreso fra % raggi vettori dei loro 
punti di contatto. 

Siano MN , M'N' te due tangenti , M , M' designando i punti 



U7 
di conlatto, con N,N^ quelli in cui tagliano 1* asse, V il loro punto 
di intersezione, A.V Tasse ed F il fuoco, abbiamo 

FNM=^MFA', FN'M'=jM'FA'. ed NPN'=M'N'F— MNF 



=y M FA'— MFA')=^.MTM. 



PftoaLSiiA IL Adendo la parabola riferita all'asse ed al verliee 
y^=cifcp^ traif^rmarla prendendo per nuooi assi un suo diametro 
qualwkiue e ta tangente nd pu$Uo {co^^Vg) t» cui questo taglia la 
eurvoL 

In prima si trasporti^ parallelamente gli aasi paia nuova 
orìgine ( 0^^, jf^ ). Le formule di trasformaxione essendo y=:Y'-|-y^, 
cr=X'-(-<z'i « ÌQ cui fra w^ , y^ samsto la ralasione y^'=:ipx^ , la 
equazione (1) diviene 

Aitenendo invariata la posizione del nuovo asse delle X", si 
prenda per asse delle Y' la tangente alla curva nella origine; 
perciò indicando con A Y angolo che gli assi delle Y e delle X 
comprendono {jer le formule di trasformazione, X=X-|-Ycos0, 
Y'=YienJ, abbiamo 

Y*«en'J+2Y(y^s«j»^«pco«fl)~lpX=s30, ovvero Y*aeiiPf-4pX=?0, 
avendo luogo la condizione 



2p 
y^sen^ipeos^ssO o tangi^=ss-^ 

Vi 



Posto 



(3) p'= Al, ove 

'^ sen^ 

2p \/p 

(4) $en d ^ / flit — >-r — 
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(5) P'=P+^. 

l'equazione trasformata della parabola è 

(6) Y*=4p'X. 

Corollario I. La quantità ip' è nominata il parametro che 
corrisponde al diametro y=y^, e dalla espressione (3) si può de- 
durre il Teorema: t7 parametro relativo ad un diametro qualunque 
sta al parametro principale^ inversamente come U quadrato dd seno 
deWangolo che le ordinate o corde formano coWasse sta ad uno. 

CoROLLAUo II. L'equazione della tangente, il cui punto di con- 
tatto è x' y', alla parabola data dair equazione (6) è 

Yi/—%p\X-\-x')=0. 

Corollario III. Considerando la tangente e la normale alla para- 
bola (1) nel punto (a^^yj, abbiamo 



(7) S„=2p, S,=2a?,, ed S„4-&=2(p-h(r.)=2p'; 

quindi la porzione dell' asse compresa fra la tangente e la normale 

egiuiglia il semi-parametro relativo al diametro che passa per il 

punto di contatto. 

74. Tborbma. La retta che unisce il fuoco della parabola (1) a/ 

punto d'intersezione di due tangenti qualunque biseca T angolo formato 
dai raggi vettori condotti ai loro punti di contatto. 

Essendo M ( a/, t/ ) il punto di contatto di una tangente , 

M'(cd", y") quello dell'altra, {oo^y^)P il loro punto d'intersezione, 

siano p, p\ p" i raggi vettori FP, FM, FM' e 0, ^\ f gli angoli che 

respeltivamente formano coir asse,* abbiamo 

senl^=^-^, cosfi=J^^ zen(Ì=Jr, cos^'^J^\ «e»i«"=^, cosff^^- 
f P f r f f 

ed 



Ma per 

si ottiene 

cos(e— «')=^^^ cos(d"_e)='!±^ e quindi (6_e')=(fl"_8) , • 

« 
il che era da dimostrare. 

Corollario I. Se l'angolo MFM' è eguale a 1 80^ la coi*da UW 
passa per il fuoco, e l'angolo MPM' è retto, come parimente è ret- 
to rangole MFP. 

Inoltre le tangenti PM, PM' si tagliano sulla direttrice. Le con- 
dizioni affinchè le due tangenti condotte per il punto ( w^, y^ ) ed 
espresse dalla equazione (3) n.^ 72 siano scambievolmente perpen- 
dicolari è 4p(p-j-a?J=0 ovvero w^= — p: quindi P giace sulla di- 
rettrice. 

CoROLURio II. Se uiia tangente qualunque aUa parabola incon- 
tra due tangenti fisse PMT , PMT nei punti N, N' . Vangalo NFN' è 
Sìipplementario deWangolo MPT' compreso fna le due tangenti fisse. 

Infatti abbiamo 

MPr=^.MFM', ed evidentemente NFN'=1mFM'=MPT'=180®— MPM'. 

2 2 

Corollario II. La circonferenza circoscritta al triangolo formato 
da tre tangenti qualunque ad una parabola passa per il fuoco. 

Infatti la circonferenza determiuata dai tre punti N,P,N' deve 
passare per F perchè gli angoli NPN', NFN' sono supplementari. 



■ri «41 per descrlT«pe I» P«r«l>«la e p«r t»ert«>»« 
le lanccirtl. 

75. Phodlbua f. Dato il fUoco e la diretirice di ma parabola 
descriverla per punii" 

Metoiw 1. Sia DD*^ la direitrice ed F il fuoco, I» perpeadico- 
lare FA sbbat 
m è l'asse 
punto V che b 
FA ne è il vei 
qualunque P 
una parallela 
« penendo il < 

QD regf^o ^sale alla (fictatna 
PA <lel paolo P dafa direUrice 
si descrivi un arco di ciraaTe 
renta, i punti M, M* io evi gtie- 
sto tagUa la PM apparlengono «Ila curva. Infoiti per essi abbieox» 
FM=PA^MN ; ed FM'=PÀ=M'N'. 

Metodo II. Siano V il vcriice delta parabola, VV lasse, F il 
IwKci, DO' la diretlrice,. e ìfR 
il parametro della parabola: pre 
so sopra l' asse uà punto qua- 
lunque P , e il segmento 
VH=:2FE, si elevi in V una 
perpendicolare indefinita VT al- 
l' asse , e da P una parallela RP , 
a questa, e quindi sofM-a PH 
come diametro si descriva una 
circonferenza la quale tagli la 
VT nei punti N, N'. Le rette 
da questi condotte parallelamente all' asse incontrano la PR nei 
punii M, M' che appartengono alla curva. 
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PftMLRiiA II. Dato il fwKO 9 la direttrice di una parabola de- 

triverla per moto continuo 

Siaoo Diy la direttrice ed F il fuoco, e sia da tracciare un 

arco di parabola compreso fra questa 
ed ym w« parallelft LN: presa 
uni iquidra ABC di cui uno dei 
catall AC abbia una luogbezza egua** 
le alla diataim VE che intercede fra 
le parallele iN e DD'. ed un filo 
della alaaaa lunghezza Y^E che ab- 
bia uoa delle sue estremità fissa nel 
fuo9o F • l'altra nel vertice G della 
squadra, questa si facc'a per il suo 
cateto AB scorrere lungo una riga 
disposta sulla drrettrice. Uno alile il 

quale durante il movimento della squadra tiene il filo teso ed ap* 

poggiato sul cateto AC descrive la curva. Infatti essendo MF-f MC7=AC, 

abbiamo MF=:::MA. 

PiORLEMA III. Dato un diametro della parabola , il paramelro 

a que$to relativo , e la tangente nella ma estremità , descrivere la 

tì9FVa, 

Siano TNN' il diametro, ip' il parametro, BTT ^ la tangente e 
T il punto di contatto, si tracci la parabola che abbia per asse 
il diametro NN'^ per parametro principale ip , ed il vertice in T, 
quindi se ne inclinino le ordinate dell'angolo dato RTN' conser- 
vando invariata la loro lunghezza, la curva che in questo modo si 
descrive è la parabola richiesta. 

GoROLUBio. Determinare il fuoco e la direttrice di tale poro- 
bolo. Si conduca in T la retta TK la quale formi colla data t^n-* 
gente T angolo TTKmRTN , e su di essa si prenda un segmento 
TP eguale a p\ il punto F è il fuoco: sul prolungamento di TN' 
da T si prenda la lunghezza TN'=:TF, a da N' si elevi la perpen- 
dicolare ED' al diametro NTN\ questa è la direttrice. 
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Paoilema IV. DtU* due tangenti ed i ioro potai di contatto de- 
scrivere ìa parsAota per punti 

Siano PM , PH' le due taogeoii , M ed M' i (oro paoli di 
contatto, HM' la corda che li 
coDgiunge e sia P il loro punto 
d'intersezione : congiunto il pun- 
to di mezzo Q di MH' con P 
mediante la PQ , da V punto 
di mezzo di PQ si conduca una 
parallela alla corda MM', questa 
è una terza tangente alla parabo- 
la il cui punto, di tangenza èV. 
Combinafidola successivameote 
con ciascuna delle tangenti date 
si determinano due altre tangenti coi loro punii di contatto e così si 
hanno tanti punti della curva quanti sono necessari per descriverla. 
Lemma. Le tre perpendicolari del tnangolo formato da Ire tm- 
getUi aìla parabola s' intersecano tulle dùrettriee. 
Essendo 

le equazioni delle tangenti, le perpendicolari del triangolo da ess» 
costituito sono rappresentate dalie 

1« quali sono soddisfatte dalle coordinate: 

-VjMijy&yàlì 



^=-p. y^y-^ 3- 

che denotano un punto giacente sulla direitrtce. 



US 
PioBLHA V. Date qtuOtTv reti* coitnitre la parabola ad esM 



Indicato con A, B, C, D le rette date , con a, A, e; a,e,d; b.e, g; 
c,d,g ì punti d' iDterseziooe di ciascuDa di esse colle tre rìma- 
nenti, ai triangoli aie, edg, acd, cbg si circoscrìvano circcmferenze, 
e in essi si determinino i punti Gj, G,, Gj, G^ secondo cui re- 
spettivamente si tagliano le loro altezze: te quattro circonreren- 
ze passano per un unico punto /, Tuoco della parabola richiesta, e 
tali punti giacciono tutti sopra una medesima retta che ne è la 
direttrice. Quindi si descrive la Parabola , avente il fuoco ia f e 
ia retta G,G, per direttrice col metodo esposto net Problema i. 

PiousaA VI. Condurrt la tangente in un punto M di una pa- 
rtitola di evi som dati U fuoco e la direttrice. 

HnoDo I Essendo F il fuo- 
co, DO' la direttrice. VV l'asse 
V il vertice della parabola, P 
il piede ddla ordinata di M, 
preso sull'asse il segmento VT 
=VP. la retta TMM' è la di- 
mandata tangente ( n.' 73 Pro- 
blema I, Corollario I ]. 
Mbtodo II. Condotte da H 
— -- la pertienclicolare NMN' sulla 

<Urettrìce DD', ( N punto in cui la taglia ), e la congiungente NF, 
la normale TMT su questa abbassata da M è la ta:igente. 

CoiOLLAiio [. Condurre la tangente in un punto M di una pa- 
rabola dtila quale sono dati un diametro PE^ e la tangente BR' 
neUa sua estremila P. Essendo N il piede dell'ordinata a PP' con- 
dotta da H parallelameote alla tangente RR', preso sul diametro il 
iegmento PT=PN, la retta MT è la tangente 

CoaoLLARio II. Comiurre ta normale in un punto M deUa par- 
ridala di ew tono dati il fuoco e la direttrice. Condotto da H il 
nggio focale ME « ta perpendicolare N'MN alla direttrice, la nor- 
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moie è la biseilrice dell'angolo FMN'. 

Pkoblema vii. Condurre le tangenti da tm punto eterno alla 
parabola delta quaU tono ioli U fuoco e la dtreUriee. 

Estende DD' la direttrice, F 
il fuoco, V il vertice, EVV l'as- 
se delta parabola, P il ponto 
dato, poneddo in P il centro 
con raggio PF m descriva l'arco 
di circonferenza NFM' il quale 
seghi la DD' nei punii N,N', le 
perpendicolari abbassale da P 
sulle oorde FN,F.\'sono tangen- 
ti alla curvff. 
Infatti indicando eoa M il punto in cui una dj euc PI Lafjba 
la curva e condotte le FM, MN, gli angoli FMP, PMN rewiltMo 
eguali e (fuìndi la PT tangente. 

PiOBLKH* Vili. Condurre parallelomeata con w%a dal» rrtta 
le tangenti qd tuta paraMm àti- 
la (ftala stmo doK U fmn « 
^a direttnee. 

BsaeKto F il liioee, DD* U 
direttrice dette ptraboh. KS la 

perpendicslare FN', e ne) pun- 
to dì mezzo m dì FN, ( N pun- 
to io cui essa taglia la DXf) la 
perpendicolare mMT, questa re. 
«ulta la tangente dimandata. 

IV. SIMILITUDI-NE DELLE Cl'SVB DI SECONDO OKDING 

76. LiMHt. Se due poligoni sono limili, le rette eong/imgenti i 
loro vertici omologhi passart» per il mede$imo jnitUo. 

1 due poligoni simili ABCDEF..., abedtf... denotando colia stes- 
si *•' 



455 
sa lettera i vertici degli angoli eguali e con min il rapporto co«- 
9taote dei lati danno le 

AB : aò : : BD : bc : : CD : ed : : DE : de : : EF : ef:: ...::ni :n 

Ma chiamato il punto d* intersezione delle rette Aa, Bb; 0' quel 
lo delle rette Bb, Ce; 0" quello delle rette Ce, Dd, ... dai triangoli 
simili ABO, abO; BCO', bcO'; CDO", cdO\ ... si traggono imme- 
diataxncoie le relazioni 

fn_AO_BO ^_BO'_CO' m_(:0'^_W 
n aO bO' W bO' cO' ' n ^'~dO" 

laonde i punti 0, 0\ 0'\ . . . coincidono in un solo 

OcmoLLAmo I. Da un punto qualunque P condotte le rette 
PA, PB, PC, PD; ... ai vertici del poligono ABCDEF... , e pre- 
so p in modo che giaccia sulla retta OP e sia omologo a P, ( la 
retta ap resulti parallela ad AP), pei triangoli simili ABP, abp; 
BCP, bep; . .. resultano le relazioni: 

• 

m : n : : AP : ap : : BP : bp: : CP : e/) . . . 

CoROLLABio II. Se il punto d' intersezione delle rette o raggi 
vettori Ad , Bb , Ce , . . . è esterno relativamente a due poligoni 
questi sono detti cimili e similmente posti ed il punto è chia- 
mato centro estemo di similitudine. 

Se il punto in cui concorrono i raggi vettori Aa, Bb, è com- 
preso frai due poligoni, questi sono chiamati inversamente simili 
ed il punto eentro intemo di similitudine. 

77. Due linee qualunque diconsi simili e similmente poste se 
i raggi vettori condotti alla prima da un punto sono proporzio- 
nali ai raggi con quelli paraklli e nella stessa direnime tirati alla 
seconda linea da un altro punto 0\ Esse diconsi simili ed inversa^ 
mente poste se i raggi vettori tirati da alla prima sono prò- 
porsionaH at raggi paraleUi e in opposta direzione che Ha 0' vanno 
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air altra curva. Indioando eoo k il rapporto coslanCe di due rag-* 
gi omologhi il suo valore è compreso fra e -4-c» per la simi-' 
litudine diretta, e fra e — oo per la similitudine inversa. 

Problema L Avendo V equazione generale delle linee di seconda 
ordine 

(1) ^(a?,t/)=Aj/*fRry-i-Ca?*4-Dy-fE(»-|-F=0 

determinare qutlla delle curve simili con estt e poste simUmente 
ed inversamente. 

Indicando con il centro di similitudine delle prime, preso 
per origine degli assi coordinati, con 0' (£p=a, y=b) il centro di 
similitudine delle altre con M(a?,j^) e M'(X,Y) due punti Vespettiva- 
mente omologhi, con k un o^imero qualunq^, dalla definizione 
della similitudrne si deduce: 



0M_ 0? _ y 



:k ovvero a?5=:/c(X — a), y=k{Y — 6). 



O'W X-a Y— 6 

Laonde Tequazione delie curve simili e similmente od inver-^ 
samente poste ha la forma f(k{X — a) , k{Y — b) j=0 , ovvero 

(2) pM=dc'{\y^+^+Cx')-\-kry{-ka, -kb)+kf'^{—ka, — tó) 

^f{—ka, — ftb)=0. 

Corollario I. Determinare le condizioni affinchè le due curve dì 
secondo grado: f(a?,j/)^=0 

(3) fi {(x>,y)'=aa>*-\^a>y'^ea^-^dy-^ea) -\-f==0 

siano simili e similmerUe od vwersamente poste. 

Dovendo le equazioni (2), (S) essere identiche sussistono le 
cinque equazioni di condizione: 



A^B^C^ri,(-fta. -kh)_ fj,-ka, -fe6) _/(-te^ 
ik b e kd ke k^r 



W) 



f 
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Mediante ie ottime tre ni determiBano le quantità arbitrarie a^b.k 
sempre reali; quindi le condizioui che debbono aver luogo sodo 
A_B_C 
a b e ' 

CoBOLLARió n. Denotando oon À il rapporto costante delle quan^ 
lità A,a; 6,6; C,c immediatamente abbiamo 



M=:i AC— B*=A«( 4ac— 6»)=A*m 

f= A+C— Bco«fl=A(a-|- e— 6cò<fl)==A(JC 

quindi, n.^ 54^, per la espressione 
ne derivano le 

Da queste formule si ricavano i Teoremi 

■ 

I. Due mirtx di secondo -ordine sono simili e similmente od in- 
venamente poste quando hanno i coefjicienti dei termini di secondo 
gradò nelle variabili eguali o diversi solo per un fattore costante, 

li. Due parabole simili e similmente od inversamente poste han- 
no gli ussi paralleli, n^. i8t hanno proporzionali e U parametro prin- 
cipale e i parametri rtlùtàvi a diametri paralleli n? 53. 

HI. Due ellissi od iperbole simili e similmente od inversamente 
poste hanno gli assi proporzionali, e parimente proporzionali i dia- 
metri eonjugati paralleli , n.^ 50 : hanno pure paralleli gli asym- 
ptoii. 

CoBLLLARio III. Quostì Teoromi si ottengono immediatamente 
prendendo la equazione della prima curva e riferita al centro ed 
agli assi ovvero al vertice ed all'asse. 

Due figure sono simili ma non similmente od inversaUf^ente po: 
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sle se i f figgi vtUori omologhi formano fra ioro wi angolo 4^oslant€, 
PfiOH.BKA 11. Ditermimare ìa eondùwme afimchè le due cwrve di 
secondo ordine' 

siano simili ma non similmente posie, gli assi coordinati compren- 
dendo r angolo qualunque 9. 

È evidente ohe se una delle due figure ruota delFangolo co- 
stante chiuso dai raggi vettori omologhi, essa diviene sinoile e si- 
milmente posta relativamente alla seconda, <e quindi hanno luogo 

B' — 4 AC, 

le condizioni A' : a=rB' : 6=C' : c=A. Ma le quantità ^|— — 

A-j-C — BcoiO rimangono invariabili per tale rotazione: pertanto 
dobbiamo avere le condizioni 

B*— ìAC=aV— 4ac) , A+C— B cos e=A(a+c— 6 cos 9 ) 

nelle quali A è una costante arbitraria. Eliminandola si oUieue per 
la richiesta condizione 

. B*— iAC fc«— 4ac 



(A+ C— B co$S^^ ia-\-C'--bcos^y 

CoROLLAUo. Le due curve di secondo grado se sono parabole, 
od iperbole equilatere sono simili, la condizione (1) divenendo in 
ambedue i casi una identità. 



V.* PmOPBIBTA* ARUONICHB ED ANABMONIGHB DELLE CURVE 

DI SECONDO ORDINE. 



T8. Daà quattro punti a, ^ c^ d situati in tinta retta il rap- 

ac 

porto delle distanze di uno di quegli di a due altri e, d, — diviso 
it TeffmiQ dtìk 4Mtanu del fuairto punto h ai medesimi punti 
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he 
e, d, ri nominasi funzione o rapporto anarmonico dei quattro punti. 

Quando questo eguaglia — 1 prende il nome di rapporto armonico. 

U segno del rapporto anarmonico si determina applicando ai 
segmenti che lo costitaiscono la regola generale dei segni 

Date quattro rette A, B, C, D poste in un medesimo piano e 

. . , , , ^ , . ' «en(A,C) sm{BX) 

che passino per lo stesso punto 0, la espressione — ]- ': — -— —' 

^ '^ *' ' r «€n(A,D) sen[B,D) 

frai seni di quattro dei sei angoli che comprendono due a due, no- 
minasi funzione o rapporto anarmonico delle quattro rette. Se que* 
ito eguaglia — 1, diviene il rapporto armonico. 

Se il fascio delie quattro rette A, B, C, D concorrenti in O 
è tagliato da una trasversale qualunque nei punti a, b, r-, d, dai 
triangoli che ne resultano immediatamente si trae 

sen(A.C) sen(B,C) ac bc 

7en A,D) ' sen{B,D)~ad ' bd 

dimodoché al rapporto anarmonico delle quattro rette si può sos* 
stituire quello dei quattro punti secondo cui esse sono tagliate dalla 

trasversale. 

Pbobleva I. Determinare la condizione necessaria e sufficiente 
affinchè le qtÉoUro rette OA, OD, Ofi^ OC, formino un rapporto anar- 
manico A. 

Rappresentando con 

U=Ay4^BaH-C=0, U,=A^y-^B,.T-[-C,=^0 

le equazioni di due rette qualunque OL, OM fìsse e concorrenli 
in e che cMnprendafK) langolo 9 V equazioni delle rette OA , 
OB, OC, OD sono, n.* 36, 

U-^U.=0, U-p,U,=0, U-p,U,=.0, U-p,U,=0. 

sfnAOC senBOC , ,^,, ^^, 

La espressione .jrf.: brm=^ » P^r AOC=COL — AOL 
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BOC=COL— BOL, AOD=DOL— AOL. BOD=D0L— BOL 

diviene 

(swCOLjosAOL— co«COL»enAOL)(»enDOL«»BOL— cojDOL»e»BOL) 
(scnDOLwwAOL— a>sDOL4«nAOL)(j»»COLco»BOr^— cosCOLjeiBOL) 

ovvero 

_{ langC0l—lang\0l){tangfX)L—tangBOL ) 

~^{tangDOl—langXOL){tangCOL—tangBOL)' 

Ma riguardando le rette 6s$e OL, OM come gli assi coordinati 
ai quali le rette date sono riferite abbiamo 

tangAOL=Jà^ , tongBOL^. ^^^ . to«<,COL=^^ . 






per conseguenza ia precedente espressione del rapporto anarrooni- 
eo ai trasforma nella 

CoROLtARio I. Se ^3=0 , p^=:» , le rette che formano il fascio 
dato sono rappresentate da U — ^p|U^=0, U — ^^,11^=0, U=0, U^=0 
ed hanno per rapporto anarmonico 

(2) A=fi 

GoaoLitaio Se A= — 1, le quattro rette formano uà fascio ar- 
monico; in questo caso la (1) si cambia nella 

• la (2) nella 
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I^ relle C , D sono delle wnjtigate armtmich$ delle Tette A, B. 

Se tre tistemi di due punti dm ti ccrrispandono o sono eenju^ 
gali , fiotti Sópra una r^ta, godono ddla proprietà che quattro di essi 
pregi nei Ire $i%lemi abbiano il loro rapporto anarmonieo eguah a 
fpieifo dei quaUro ptjù^ che gli sono conjug^ti, éieonsi formare uà 
involuzione.. 

Sei rette condotte da un medesimo pimto e eenjugaì/e due tt 
due som) in involuzione e perciò formano un fascio m involuzione "se 
quattro di esse prese in tre coppie hanno il rapporto anarmonieo 
eguale a qujsllo delle quattro rette che le sono conjugait. Éncviden- 
ie come un tal fascio sia tagliato da una trasversale qualunque^ 
in 861 punti in involuzione. 

Problema II. Determinare la condizione affinchè le rette OA, OB; 
OC, OD; Oi'', OF, conjugaie due a due fo mino un fascio in involuzione. 

Rappresentando con 

P_;,U,=0 . U-p.U.=0 ; U-<r,U,=0 , U-<r.U,=r=0 j 

P— ir,U,=0, U— T,U,=:0 

le rette dat«. per definizioM, ii T»pporU> aoarmoDico -dell^ 
dovendo eguagliare quello delle loro conjugaie 



si ottiene per {esprimere la involuzione I9 

« 

(5) (^-^)(^-<^1L ^(^.-^)(^'-0 , ovvero la 

■^) (^+/»,)(V — ^^^,) f (^,+<^l)(^1^ — ^f|)^-(^f.+^«)(fi^-<^l^)===0• 
CoROLLiKIO Se Pj=0, ^,=», la (•) si riduce a t'Ki^, — Pif j=0- 
Tborfiia I. Data una curva di secondo ordine e qtULitro 
punii fissi presi stU èuo periffielro U rapporto omméonico del fiiecro 
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che ha U SUO eentro suUa curva ed ha per raggi le corde che tu 
uniscono eoi punii fissi è eosiante. 

Siano A , B , C , D i punii fìssi , fi^=0 , u=0 , u^^=0 le 
equazioni delle relle AB, AC, BC, e perciò le m,Uj* — u^ff^=0 , 
u^u^ — uju^^=zO ( in cui w,*, ti,*, «3* esprimono i resullali della so- 
stituzione in u^, Uj, ffij delle coordinate di D ) quelle di BD, CD, 
le curve di secondo ordine circoscritte al quadrilatero dato sono 
rappresentate da u{u^u^ — w^^^) — A uj^u^u^ — m^/^®)=0 
A essendo una costante arbitraria. 

Le rette che congiungono i punti fissi con un punu» O driki 
curva sono espresse per 

Mjflt — ^^u^y=0, ti^y— »/j^=0, u^^ — U^=:iÌ, 

poiché addizionatele dopo avere moltiplicato la prima per tt^^ laf 
seconda per ti^^ la terza per u^ e T ultima [ er 1 si ottiene una 
somma idenficamente nulla 

Considerando ora il fascio che ha il suo centro nel punto fisso 
A e per raggi le rette che da qne.^to vanno re^petlivamente a^ì 
punti ove i. raggi del fascio in tagliano la trasversale BC, 
1/3=0, fascio che ha il medesimo rapporto anarmonico del primi», 
si ottengono le 

t/,p— u,a=0, M,=0, f/^=0, ti,(i/,V-^«'a'P)— w,("»V— "3*^)=0: 

per conseguenza il loro rapporto anarmonico è espresso da 

et u^y — uj^ot 

r- fi hr^=K ^n quanto che onde il punto sia sulla curva 

^ WiV — «a 

deve sussistere la condizione ^--A ^== — • 

Corollario I. Siano A, B, C, D, E, F i vertici di un esagono 
inscritto in una curva di secondo grada, i fasci EB, l-C, RD, EF 
AB, AC, AD, AF hanno i rapporti anarmonici eguali ; per la quale 
proprietà sono detti omografiti. Notando con d.fi punti in cui i 
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raggi ED, ìl¥ lagliano la trasversale BG e con a, b quelli in cui 

i raggi AF, AB segano la DC, le serie dei quattro punii C, d, f, B; 

£, 6, a, D, la prima giacente sopra GB, T altra ou DG hanno 

rapporti anarmonici eguali. Quindi preso il punto G in cui s' in- 

jlersecano le rette AB, DI? come origine, i due fasci GG, Gd, G/i 
GB ; GC, G6, Ga, GD sono omografici. Ma questi hanno tre raggi 

a comune, GG, GdD^ G6B: dunque il quarto raggio dell'uno Ga si 

confonde nella medesima retta col quarto raggio dell'altro fascio Gf, 

Laonde essendo a il punlo d' intersezione delle rette AF, CD ed / 

<|uoll9 delle rette FÉ, BG si ottiene il Teorema di Pascal. In ogni. 

esagono inscritto in una curva di secondo ordine i lati opposti si ta- 

gliatio in punti che giacciono sulla fnedesima retta. 

GoROLLARio 11. Avendo un quadrilatero ABGD inscritto in una 
curva di secondo grado ed una trasversale qualunque la quale ta- 
gli la curva nei punti a, a\ i lati opposti del quadrilatero AB, 
l^D in 6, 6' ed i rimanenti BG , DA in e, e' il rapporto anarmo- 
nico del fascio Ba, B6, Ba', Bc eguaglia il rapporto anarmonico del 
fascio De', Da, D6', Da': e per conseguenza le due serie di punti 
ja, a', 6, /!; a, a', e', 6', hanno il medesimo rapporto aqarmonico 
ovvero le tre coppie di punti a, a'; 6, e; 6' e' sono in involuzio- 
ne. Quindi si ha il Teorema di Drsargczs: Allorché un quadrila-- 
tero è inscritto in una curva di secondo grado, una trasversale ywa- 
luncjue taglia la curva e le due coppie di lati opposti in tre cop- 
pie di pimii m involuzione. 

Teorsbma II. Avendo una curva di secondo ordine inscritta ih 
un quadrilaliiro, ogni sua tangente taglia i lati di questo in quat- 
tro punii il cui rapporto anarmonico è r:oslanie. 

Denoian'io con U=0, U,=0 le equazioni di due tatgenti ad 
una curva dì secondo ordine e con ¥=0 quella della corda cbe 
ne congiunge i punti di tangenza, la equazione (1) U Uj=V* 
evidentemente rappresenta la curva. 

Jnoltre la *fc'U~( ft+t' )V-f Uj=0 , fc, U deiwlanda due co*- 
strati ar)i>itrarid, essendo soddisfatta dal doppia sistensa di eqtia* 
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jioni &U— *'V=0, U,— ftV=tO; fc'O— ftV^O, U,— ft'V=0 cia- 
scuno dei quali verificando la (1) rappresenta un punto sulla cur- 
va, simboleggia una corda qualunque che per k=k' si traniula in 
una tangente il cui punto di contatto è U — V=0, U^ — ^fcV=0. 
Le quattro tangenti fisse siano date dalle 

(2) /•U— 2/VH-U,=0; m'U— 2mV-LU^=0, n'U— 2nV+U=0, 

p*U— 2pV+(J,=Ò, 

e la tangente mobile da (3) ft>V— 2ikV-I-U^=a. 

Eliminando V fra questa e ciascuna delle (2) le resultanti 

(4) /fc.D— U^=0, mfc.U— U,=0, nfc.U— U,=0, pfc.U— Uj=0. 

rappresentano le rette che congiungono i punti in cui la tan- 
gente mobile (3) taglia ciascuna delle tangenti fisse (2) col punta 
d* intersezione delle rette U=0, U,=0. Quindi il rapporto anar- 
monico del fascio delle rette^(4) 

_{n—l){p—m) 



(») A= 



{n—m){p—l) ' 



non contenendo k è costante ed indipendente daUa posizione defia 
tangente mobile: il che dimostra il Teorema. 

Corollario L Essendo U— V=0, U^— rV:t=0; U— V=0, 
Uj— mV=0; U— V==0. U,— nV^O; U— V==0, U,— pV=0 i 
punti di contatto delle tangenti fisse, ed U — V==0, U^ — ky=0 
quello della tangente mobile, le rette che questo congiungono con 
ciascuno dei primi date dalle equazioni 

(]fc-l)(*U-V)— (ifc-<)(fcV-U,)=0 ; (&-tn)(fcU.V)— (fc-1)(AV-UJ=0 
(ft-n)(ftU-V)— (fc-i)(AV-U,)=0 ; (A-p)(AU-V)— (fc-<)(fcV-U,)=0, 

formano un fascio il cui rapporto anarmonico eguaglia la espres- 
sione (5). Laonde abbiamo il Teorema : // rapporto anarmonico re^ 
lativo a quattro tangenti di una curva di secondo ordine eguaglia 
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quello relativo ai loro punti di contatto. 

CoBOLLASio II. Siano i lati di un esagono qualunque circoscrit- 
to ad una curva di secondo ordine rappresentati dalle equazioni 

U=:=0. f*ll 2/V4-l-'4=^0, »n*U-2inV-fU,=0. ll,=0, //U-2/,V-f U,=0, 

m,*U-2m,V -|-U,=0, 

in cui gli iodici convengono .ai lati opposti; i suoi vertici sono 
espressi dalle 

U=0. lI,-2m,V=0; U=0 , U,-2/V=0; (/+/«) l}-2V=0 , 
(/-)-#n)U,-2/mV=iO; 11^=0, mU-2V=0; U,=0, /,U-2V=0 ; 
(/,-|-»n,)U-2V=0, (/^-rm,)t(,-2/,m,V=0: 

e le diagonali che congiungono i vertici opposti hanno per equa- 
zioni : 

mffljU-f-U,— 2r/i,V=0 ; //..U+U,— 2iV=0; 

V(ll, ( m-m,)-{-mm, ( i-Zj) J-U,(( m-m, )-i-( /-/,)) 

— 2Vr/(m— m,)4-»n,( /— /,) 1=0. 

Moltiplicando la prima di queste per {l-l^y la seconda per {m-m^ 
Tultima per — 1 ed addizionandole si ottiene una espressione iden- 
ticamente nulla. Laonde abbiamo il Teorema di Brianchon In ogni 
esagono eircoscrUto ad una curva di secondo ordine le diagonali che 
ne congiungono i verlici opposti s inlersecaiw in un medesimo punto. 
Teorema li(. Se ima trasversale condotta per il punto P taglia 
la data Curva di secondo ordine nei pnnti R^, ^ e la sua polare 
in R, t punti P,R;R4, R, formano un rapporto armonico. 

2 1 1 

Infatti dalla relazione (n^ 56) iTH =^ i^ "T ìTn"» ^* 
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« « / I \ \ Rn, RR, . R R R.R . 

PR-]^=-VPR-pR;y '''''' PR^-PR;^^ RJ^ R>=-*- 



VI. EZIOSl COMCHB 



79, Teobema 1. La curva E oU'nu'a tcra't'ln un cono circolare 
retto melatile un plano S che ne tagli tutte le generatrici è una 
ellisse. 

Per rap.=e del conf> si con- 
duca un piano normale ad S 
e si^no Ak' ce' la rella di lo- 
iiilerseziooe, e VA.VA' le 
gfneratrici secondo cui esso 
taglia il cono. Nel piano AVA' 
tracciate le due circonferenze 
tangenti alle rette AV.AA'.VA' 
s'immagini che la figura risul- 
tanle ruoti intorno all'usse OV: 
tali circonferenze generano due 
eTere tangenti alla superlicie 
conira lungo i paralhU hb, h'a, e tongeuli al piano S in F,^. 

Dal punto M della curva E si tirino le congiungenti MF, MF*, 
la MI* perpendicolare ad AA', la generatrice V.M tangente in (, (' 
alle due sfere. Poiché le tangenti che da un puniu vanno ad una 
sfera sono eguali, abbiamo: 

MFrT.iM(, MF'=Mt'; MF+MF'^(('=«b="'fr': ma 
«6=ÒA4-Aa=AF;-AF'=2AF+FF' e a''/=:2A'F'-f-KF' e per con- 
Beguen7a AF^AV ed MF-j-MF'— A F'-f-AF'=AA' relazione da 
cui si dedu'.c es-^erc la cuna E una elisse coi fuochi F, K 6 
coir asse maggiore AA'. 

1 piani dei paralleli incontrano la AA' in e, e' per cui 
Ac=A'c'. Infatti dai triangoli simili fcAc, aAc'; eX'b', a'A'c' si ri- 
cavano le Ab: Ac:: Aa:Ac', AV: AV:: A'6': A'c ovvero 
ab : ec' :: Ab : Xe, a'b'-.cc' i-.A'a' : A'c' e per o6=o'6', Ab=AF=A'r 
K^-AV, la Ac=.\'c'. 

te perpendiculari ad AA' in e, e' contenute nel plano S sodo 
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ié diretiiici della Hi1i5se. Siu kh' il illoiiieiro ficronil» lUÌ il pacaU 
lelo che pass» per M taglia il piano AVA' e MP la reità in coi 
interseca S , Ié distanze di M dalle rette DC, D'C sono mÌ9iri8to 
da Pc, Ve'. Dni tri.inguli sinìili AP^, kcb\ A'Pi'. A'aV sì oltengond 
le AA::AP::A6: Ar. A'A'rA'P:: aV: AV ovvero 6A: tP:; A6: Ar,^ 
a'k':c'V::k'a':Kc' e por A6=:Mfc^MF, A'n=Mt'=MF', ne deriva- 
che te dr^lanze di H( da un fuoco, e daila retta CU che gli CM- 
risp-in In hanno itn rnpporlo collante, il .che definisce le direttrici. 
Tr<iBi!»n II f.a curva P ottenuta sfrondo un cimo circolare retto 
r*m im p-nuo S parnlleìn tal una ml.t (leapralnce è wta parabola. 
Ter l'asse del cono s'immagini coadutlo un jiì.tio [loiiii.ilc a I 
S siano cAP la r«lta di loro 
int?rsfizinnft e Vfr, \k' le ppnc- 
ncr.ilriei in cui il cono ò secito, 
VA ed AP cs«cnJn in questo caso 
l'aratleli-. Inoltre nel piano /cVfc'- 
si destrivsi una ciroonrereiiisa t:jn-- 
renip alle rette Vfr.VA', AP: f|i'c- 
tin tu'ilandn la fignni ìnlorno id- 
i'nssc VP gencni una sfera tan- 
Senle nlla .tiipcificic conica lungo È! parallelo hb' e taii;!ente in F 
ad S, Da un punto M della curva si conducono il p irallelo, ( kk\ 
PM essendo le sue intersezioni coi piani 4 Vi' ed S ), la congiun-' 
gente MF, la generatrice VAI cho tocca in ( la sfera: infine in e 
ove passano W, PA s'elevi in S la normale cD. Il Irianj-olo Wìd- 
essendo isoscele ed AP parallela a V*, abbiamo AP--AX' A&':^ A<-, 
ma m~yiV=b'k' e b'ìc'=:KJ(' -\ A/)'=*I'-f-Af=Pe scosicil.è si trova - 
MF^rPc : laonde la curva P h iim farabola che ha m F il \uwo 
la ci) pej- direni ice. 

Tborrua in. La curva I otli-mila s c-.-ndu ti» cono circolare rellq- 
ivn un piano S parallelo a due ijem-rutrici è una iperbola. 

Secato il cono con un piano condotto per l'asse pcrpendic< lare 
al piano S secondo le generatrici VA'ft'.Vla' ed S in A'A, si de- 
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■crivano due circonferenze Ungenti alle relle Va', VA, A\': la 
figura ruolando intuino i\(sse OV esse generano due circoofen-nr 
>B tangenti alla superficie cooica lungo i parateli ait! bh, e tangenti 
lid S in F ed r 

Da un puntu M di 1 si tirino te con* 
giungenti MF, hit" e la general lice Mv che 
lOGCS le due ffere in le l' , abbiauig 
M(=^MF, Ht'^Mf e tt'=MF'— MF: ma 
K=afr'=o'6. ed ab' = K'b' — a'o=A'F 
— aT=AA'^-AF— A'F, o'fc=Ar— AF 
^AA'-j-aT* — AF e jier cons^uenza A h' 
— AF e NT— HFa^AA'.lNstealolscirr- 
va I è un (T*cf1»lB «veirte F,F' per (tiot 
chi ed Al' [wr «sm; trasverso. 

Nei punii e,f! ove i piani dei pantleti 
tagliano A<' si elevino in S le normali cD, i/V: ^neate aooo fe 
direttrici delia ìperbola. La dimovlrazi^tnc è identica con 'qm'M 
»vilu|>p<iia r.»l Teorema I. 

I. Determinare il luogo di un punto t^ile che le due coppie 
di taneenti contlotte da esso a due d^te curve di secondo ordine for- 
fn:no sempre un fascio ermunico. 

II. Avendo un quadrilatero, circoscritto ad una cnrva di secondo 
ordine te due coppie di rette condotte da un medesimo punto ai suoi 
vertici opposti e te due tangenti condotte da esso ali» curva, formano 
un fascio in invoiuzìons. 

II]. La curve di secondo ordine circoscritte al medesimo quadri- 
latero incontrano ima [ra$ver«.ile qualunque in un sistema di punti 
in involuzione. 



■crivano due circonferenze tangenti alle reLle Va', VA, A\': ia 
figura ruotando ìntuMio i'.isse OV esse generano due circonfercnT 
se tangenti alla superficie conica lungo i paraleli atJ bh,t tangenti 
ad S in F ed F'- 

Dj* un punlu M di I si tirino fé con- 
giuugetili MF, Mi" e la generalnce HV ctio 
tocca le dtrc ttferu in le i' . abbimnu 
M(^MF, M('=MF' e «'=MF'— .MF; ma 
ìi=ab'a=a'b. ed ab'=K'b' — a'o=A'F 
— A'F=Ai'-i-AF— A'F, o'6=AF'— AF 
— AA'-j-aT* — aF e per coneeguenza A>' 
==AF « Mf— MfacAA'.-iiertwrtotatMiT- 
va I à uan lywr^ola JqvetAe F,F' fier Ioot 
chi ed AA' per asw.' irasserso. 

N>i punti c^' <ii« i pjstti ^i parai loti 
^gliano kk' si elevioo in S le normali cO, i/D': xjnrate sodo fe 
direttrici della iperbola. La dioioctraziinc è identica con ^qae!l« 
*vilu|)p;ii« Ti»! Teorema [. 



f. Determinane il luogo di un punto t^de clic le due coppie 
di tangenti contlolte da esso a due date curve di accondo ordine for- 
mano sempre un fascio armonico. 

II. Avendo un quadrilatero, circoscritto ad una cnrva di secondo 
ordine le due coppie di rette condotte da un medesimo punto ai suoi 
vertici opposti e le due tangenti condotte do esso alla curva, formano 
un rancio in invoUizions. 

III. La curve di sepondo ordine circoscritte al medesimo quadri- 
latero incontrano una trasvereile qualunque in un sistema di punti 
jn involuzione. 



GEOMETRIA NELLO SPAZIO 
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CAPITOLO I. 



CONSIDERAZIONI GENERALI 



»#t«i«JfliftBto»« ^ un wmntm mmUm «pasto. 

1. Coordinate reUUinee. Adoperando il sistema immaginato da 
Carteflio la posizione di un punto nello spazio ai determina riferen- 
dola a tre rette fisse, non situate nello stesso piano concorrenti in un 
unico punto od erigine. Queste nominate assi coordinati possono con- 
siderarsi come intersezioni di tre piani, parimente fissi e dati in si- 
tuazione, detti piani coordinati, nei quali due a due esse sono conte- 
nuta Gli assi si designano colle lettere a)^ y^ z e il punto origine 
colla lettera 0, ed i piani coordinati prendono nome da quelli assi 
per cui sono condotti. Così essendo Ocp, Oj^» 0;$ i tre assi coordi- 
nati, i piani che li corrispondono sono designati con o^Oy ovvero 
00 y, 0)0% ovvero x%, yO;( od yx. 

Dal punto dato abbassate sui piani coordinati tre rette respet- 
tivamente parallele agli assi per (pieste, se date in grandezza ed 
in direzione, la posizione del punto nello spazio è completamente 
definita. Per convenzione ammesso che il punto origine divida 
ogni asse in due rami indefiniti opposti in direzione, uno dei qua- 
li si abbia come positivo, ( i segmenti contati su di esso da 
siano espressi da numeri positivi }, T altro come negativo, ( i se- 
gnanti presi su di esso da siano espressi da numeri negati- 
vi ), tali parallele si ritengono^ positive quando hanno direzione 
opposta con quella del ramo positivo dell'asse a cui sono parallele, 
e negative se vanno nella stessa direzione. Esse dette coordinate del 

09§mHria Ànalik ti 
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punto, Eono indicale coi simboli x,y,% { usando la lettera dell'asse 
corrispoodenle ], k ìndetermÌD3te , e con altra lettere a, b, e se le 
Booo attribuiti noti valori. 

% Osservando che i tre piani coordinali rormano Dell' origine 
otto angoli solidi triedri , per costruire un punto allorché ne sono 
note le coordinate conviene, 1.* investigare in quale di tali angoli 
solidi è contenuto, 2.' fissare in questo la sua posizione. Per la pri- 
ma ricerca servono i segni dì cui sono sfielle le coordinale del 
punto, per l'altra la loro assoluta grandezza. 

Denotando con Oa>', (hf, Oz' i rami negativi degli aasi e per- 
ciò con Oajya, Oaj'ya, Ocoy'z, Ocryz', Oxy'z\ Oco'ya', Ox't/s, Oa/j/z' 
gli otto angoli solidi, ì segni delle coordinate di un punto secondo 
che sta in una di tati regioni per i principi già ammessi sono se- 
gnati net seguente quadro : 



Nell'angolo triedro Oicys le coordinate sono -j-ai, -fy, -\-z 


. Oflj'ys 


■ -<»■ +3, +5 


. Oayi 


• . • -fa>, -j, +1 


.... {tojii^ 


■ -H». -H. — » 


. . o»»,y 


■ +», —y, —% 


. CkcV 


■ —ai, +», —I 


. . . Oa,Yz 


■ — «. — y. +3 


■ . . ■ 0;rys' 


— OJ, — y, — 8 




Conoscendo la regione Otcjs 




in cui un punto M è situato , 




per determinarne ta situazione 




con una geometrica costruzio- 




ne, preso sui Ire assi Oa>, 




Oj, 0! lunghezze Op, 0,, Or 




respettivamenle eguati alle date 




coordinate, si formi il paratie- 




. Itpipedo P Q R , che ha per 




tre costole adiacenti tali lun- 


gticzze, il vcrtii:-c M opposto 


all' origine è il punto richiesto. 



Infatti per esso abbiamo MP=0r=)5, MR=Op=y, MQ=iOq=x. 

Pertanto, nota la situazione di un punto nello spazio, in gran-» 
dezza e direzione sono parimente note le sue coordinate ; inversa- 
mente queste essendo date ne resulta determinat^i la sub posizione. 

I sistemi di assi ^coordinati nei quali gli angoli che a due a 
due questi formano sono qualunque vengono chiamati sistemi obli- 
quangcU ; quelli poi in cui tali angoli sono retti sono detti orlùgo- 
naif o rettangolari. 

Abbassata da un punto una perpendicolare sopra un piano od 
un asse» il suo piede nominasi projesione crto^nude del punto sul 
piano o sull'asse dato. Le coordinate rettangolari di un punto, che 
sono le perpendicolari da esso tirate sui tre piani coordinati , egua- 
gjàmo e quella che projetta ortogonalmente il punto sovra uno di 
questi e le due coordinate della projezione ottenuta ; eguagliano an- 
che i segmenti compresi sugli assi fra le prejezioni ortogonali del 
punto, e la origine, ed affetti del segno che appartiene al ramo 
dell'asse su cui sono contati. 

Pertanto indicate con a, b, e» le coordinate di un punto, la 
sua posizione viene espressa dalle tre equazioni, x=a^ j/=b, x=:e: 
cosicché ad ogni sistema di valori reali attribuiti alle quantità a, 
&, e^ corrisponde un punto nello spazio ed inversamente per ogni 
punto dato si ottengono per esse particolari valori. 

Allorché una delle tre coordinate di un punto è nulla, esso 
giace nel piano delle altre due cowdinate: per conseguenza le tre 
equazioni co=^0, y:^, ;$;s=e rappresentano un punto del piano yz, 
le iD=a, y=0, z=^e un punto del piano zco^ e le ar=:=a^ !/=^i 
36=0 uno del piano wy. ' 

Quando due delle tre coordinate di un punto sono nulle, esso 
giace sull'asse relativo alla rimanente coordinata; perciò le equa- 
zioni w=o^ t/=o, ;s=e convengono ad un punto sull^asse delle z^ 
le €0=0^ jf==b , %=0 ad un punto sulF asse delle y , e le flp=a, 
y=0, z=0 ad uno sull'asse delle a?. Infine Torigine, essendo la in* 
tersezione dei tre assi, è espressa da 09=0, y=sO, .s=^0. 
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3. CoordiìMUe poUui. Altro noédo di eftUoare la deteriraaa- 
ziooe di un podto nello spatio di frequente osato è il mteoui 
delle coordinate polari. In questo ai eonaidora ut» fumo direltan^ 
in coi giace un asse polare sul quale è preso un punto fisM» poki 
Elevata nel polo O sul {Mano direttore DUf una perpeadioolare 
OZy le coordinate polari che definiscono la situazione del ponto M 
nello spazio sono: 4 * la distanza, OM==r del punto dal polo, ( ra§- 
gio vettore ), 2.* Tangolo ;sOBf=^ che questo forma colla perpeodio^- 
lare Os; 3.* Tangolo rettilineo ^ avente io O il vertice che misu- 
ra l'angolo diedro compreso fra il piano verticale tirato per il rag- 
gio vettore coiraltro che passa per Tasse polare. Gli angoli 0, i)/ 
possono variare, il primo da 0* a 360*, T altro da 0* a fSO*. 

4. Immaginiamo una superficie qualunque riferita al sistema 
di assi ortogonali Oory^s preso in uno dei piani coordinati, nel 
piano wyy un punto qualunque m, (ax=±a, y==^), questo può 
essere considerato come la projezione sopra ayy di uno o di più 
punti M della superficie, di modo che elevando una parallela al- 
l'asse jM ^ i segmenti di questa compresi fra m e la superficie 
sono i valori di % corrispondenti ai ponti M., Pertanto, nota essendo 
la superficie, ad ogni sistema individuo di valori attribuiti alle va- 
riabili 0), y corrispondono in generale punti di questa, e p&reiò 
determinati valori di % ; laonde % potendo essere espressa per w, y 
è una funzione di queste variabili la cui natura dipende da quella 
della superficie, funzione che deriva da una relazione sussistente 
frai punti m, M per cui, se costante, nato m si deriva M ed in- 
versamente. Tale funzione, simbde^iata con 2^s=/'(a^, y) ovvero 
F(a>,y,2)=0, indicando analiticamente la legge colia quale si suc^ 
cedono i punti costituenti la superficie o una qualunque delle prO' 
prietà che geometricamente la definiscono si chiama la sua equa- 
zione. 

Un piano parallelo ad uno dei piani coordinali godendo della 
proprietà d'avere per ogni suo punto la stessa coordinata a tal pia- 
no perpendicolare è da questa proprietà rappresentalo. Goi^ Tequa- 
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2Ì0IMI offsssa esprime il pano paréleUo a ;sy e da questo distante 
di mia lun^betma^ ( ws^O iodiGa poi il piano zy ); y=b è un 
piano paralello a %» condotto ad una distanza b , ( j/srO è il pia- 
tto ;toi ) e Msse è un piano parallelo a o^y e distante da esso di 
e, { $s=aù è il piano (»y )• 

Una linea nello spazio potendo sempre essere definita quale in« 
tenexione di dae date superficie analiticamei^ è rappresentata dalle 
doe equazioni ohe a queste corrispondono le qodi vengono chiamate 
eguasaom dMa lima. Se si projetta ortogonalmente ogni suo punto 
sopra un piano coordinato la linea in cui sono contenute tali prò-* 
jezioni nominasi projesione delia Unea doto, e poidiè questa ha tre 
proiezioni , *poste req[)ettivamente pei piani coy^ wz, yz può consi- 
derarai come intersesione di due qualunque dei tre cilindri retti 
che hanno quelle per base e per generatrice una retta parallela 
ausasse perpendicolare al piano coordinato di iNrojezion& 

Una retta parallela ad uno degli assi coordinati è Tintersezio- 
ne di due piani respettivamente paralleli ai piani coordinati che 
tale asse contengono, e perciò dalle loro equazioni è pienamente 
determinata. Cosi le due equazioni CD=sra, y=ò indicano una retta 
paralella alVasse della z, le w:=:ia, z^^c una parallela all'as^ delle 
y, e le y^=b« zszc una parallela air asse delle w: e le 09=0, 
y=0; w=zOj zs=0; y=0» x=:0 respettivamente gli assi Oz, 
Oy, 0» 

taterpetrànlene delle equaslMil. 



5. Sia data la equazione 

la quafc significa tale relazione fra le tre variabili w, y, z per cui 
nna di esse può essere determinata mediante le altre due che ri^ 
mangono sempre arbitrarie. Si supponga risshitt per x, ò si eonsi- 
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deri la equazione %='F{<v,y), nella quale ritenendo x,y per le va- 
riabili indipendenti, la ;s è la ftm%ione. Preso il sistema ortogonale 
di assi Owyz^ e nel piano wy il punto m {<o=a, y=0) m esso si 
elevi una retta parallela all'asse delle ssfOi^ e da m si misuri su 
questo una lunghezza eguale alla quantità F(^|3), il ponto M che 
resulta ha per coordinate valori che soddisfooo all*eqiiaziime date (f ). 
Procedendo in simil modo si ottiene una serie di punti i quali co- 
stituiscono una superficie poiché sopra ogni coordinata parallela al- 
l'asse delle % ed inalzata in un punto m del piano a>y sta un uni- 
co punto H. 

Se l'equazione (1) dà per ;s più valori 

(2) ^=^^M. ^s=F,(a^.»). «=F,(a?,a), • . . , 

essa rappresenta punti le cui coordinate soddisfano all'equazioni (2), 
e quindi una superficie costituita di più falde. Sopra l'ordinata con- 
dotta da m parallelamente ad Oz possono giacere più punti M, di 
cui ciascuno in generale appartiene ad una sola falda. 

I valori arbitrari a e ^ attribuiti alle variabili x,y, che defi- 
niscono il punto m devono non solamente essere quantità reali, 
ma dare inoltre per % valori reali. Se questa condizione non sus* 
siste se la (1) non è soddisfatta da valori reati di w, y, %, essa 
non ammette alcuna geometrica interpetrazione. 

Se la (1) può decomporsi in altre equazioni distinte, te une 
dall'altre indipendenti, o se 

essa rappresenta tante distinte superficie date dalle equasìont 



Ogni equazione ohe solamente contenga due variabili rappre- 
senta sempre una superficie , ma appartenente ad una particolare 
specie. Siano T equazioni 
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/(tr,y)=0, /;(j^)=o, /,M=o, 

delle qaali la prhDa è soddisfatta da coppie di valori per a? e per 
y, indìpendeDtemeQte dalla »^ la seconda da valori per a? e per z, 
iodipeodeiiteiDente dalla y, la terza da valori per y e per js indi- 
peodeaiemente da a>. Per ritrovare il loro significato geometrico, 
presa uq sistema ortogonale di assi, per /(a>,y)=sO, nel piano wy 
SI determinino tutti i punti m ( i quali evidentemente costituisco- 
no una curva ) fra le cui coordinate oo^y sussista la relazione si- 
gnificata da tale equazione; quindi si elevi da uno di questi m 
una parallela all'asse Qz^ i ponti dello spazio che in questa giaccio- 
no sono tali che hanno per projezione ortogonale sopra coy il punto 
m « e perciò hanno con questo le medesime coordinate oo^y. Laon- 
de l'equazione /'(a?,y)=0 rappresenta una tale superficie, nominata 
superficie eUindriea^ che è generata da una retta, generatrice , la 
quale scorre parallelamente a se stessa ed air asse % lungo una 
curva, direttrice , posta sol piano a? y e che in questo ha per 
equazione f{ po^ y )=0. In simil modo sì deduce che V equazione 
f{p^)=0, rappresenta una superficie ciUndrica la cui generatrice è 
parallela air asse .Oy e la cui direttrice è la curva nel piano a>y 
data dalla f{a>^)=^0^ e che Tequazione /(y^)=:0 rappresenta pari- 
mente una superficie cilindrica la cui generatrice è parallela al- 
iasse Ckv, e che ha per direttrice nel piano yz la curva fly^)=sO. 
Ogni equazione algebrica die solo contenga una variabile rap- 
presenta un sistema di piani. Sia Fequazione f{(D)=0 di grado m 
essendo essa soddisfatta da m valori reali od immaginari di (c^ de- 
signati con ap a^. o^, . , . , a^ prende necessiariamente la forma, 

e però si scinde nelle m equazioni lineari 

05=^1, a?=a,, a7==fltj, . . . a9=a„, 

delle quali quelle ehe contengono una radice immaginaria non bau- 
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no alcuna geometrica gigoificazioDe, loentre h altre rappresentano 
un sistema di piani paralleli al piano coordinato %y^ il cui numero 
eguaglia quello delie radici reali di tale equazione, follmente /(y)=:0, 
f[%)=:0, convengono a piani respettfvamente paralleli e S0» a cpy. 

6. Due equazioni che simultaneamente esistono fra tre varia- 
bili co^ y, %^ rappresentano una cunra in quanto cfae ógni punto 
dello spazio le cui coordinate ad esse soddishne deve giacere eo- 
pra le due superficie che esse, prese isolatamente, «gnificano, e 
perciò deve appartenere alla linea secondo cui s'intersecano. E sic- 
come delle date equazioni si derivano, insieme confinandole in 
vari modi, infiniti sistemi d'dtre equazioni ed esse equivalenti » oosl 
la medesima linea dello spazio può esaere analiticamente espressa 
in molte forme diverse come geometricamente può considerarsi ge- 
nerata dalla intersezione di superficie svariatissime. 

Si abbia la linea definita dalie equazioni 

fra queste successivamente eUminaodo una delle variabili» e due a 

due ìDaìetx» combinando le resultanti ottenute, 

t 

i siste»! 

(2) ^M— 0, ^>,2)r=rO; p^[a),y)=iO, ^^(y,x)=0; 

equivalènti alle (1) esprìmono con queste la medesima linea, la 
quale per tal modo può ritenersi quale intersezione di due super- 
ficie cilindriche rispettivamente parallele a due dei tre assi coordi- 
nati. Tali superficie cilindrìdie nominansi ciKndri projHUmti la cur- 
va sui piani coordinati, e le loro direttrici sue prqj€%ioni {n? 4). 

Tre equazioni simultaneamente esistenti fra le tre coordinate 
variabili (t, y, %y dando per queste un numero in generale deter^ 
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miDato di sistemi di valori atti a soddisfarle, esprimono punti del 
lo spazio non costituenti una linea, ne una superficie. 



rNj«MMii< 



7. La proiezione ortogonale ( n.* 4 ) di una linea sopra una 
retta fissa od asse ovvero sopra un piano fisso è la linea in cui giac- 
ciono le proiezioni di tulli % suoi punti; quindi la proje%ione di una 
retta di determinata lunghezza eguaglia la retta che congiunge le prò- 
je%ioni dei suoi punti estremi. Allorché una o piti linee insieme con^ 
giunte chiudono un area piana , Varca compresa nella proiezione di 
(alt linee su di un piano fissò è detta la sua projezione. 

Teorbva I. La projezione ortogonale di una retta limitata so- 
vra un asse eguaglia il prodotto della retta stessa per il coseno del-- 
V angolo che essa forma coW asse. 

Abbassando dalle estremila della lunghezza data perpendico- 
lari suirasse, il segmento frai piedi di queste compreso è la sua 
ortogonale projezione : e se uno dei punti estremi della retta giace 
fluir asse, immediatamente resulta il Teorema enunciato osservando 
essere la projezione il cateto di un triangolo rettangolo la cui ipote- 
Qusa è la retta data, e di cui Tangolo ad esso adjacente è l' angolo 
d* inclinazione. Nel caso generale pei punti estremi A e B della 
retta si conducano piani perpendicolari all'asse, e siano a e b i 
punti nei quali respetti vamente lo seghino: da A sia tirata una 
retta parallela ali* asse ab e sia prolungata fino in C, punto ove 
incontra il piano che passa per B. Le rette AC , ab sono paral- 
lele perchè normali ad un medesimo piano , e sono equali perchè 
comprese fra piani paralleli. Inoltre ricordando che l'angolo di due 
rette non contenute nel medesimo piano eguaglia ¥ angolo com- 
preso fra una di esse ed una retta menata da un punto di questa 
parallelamente all'altra, è evidente essere l'angolo BAG eguale 
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all'angolo d' inclinaziotie di AB sovra l'asse ab. Laonde abbiamo 

a6=AC=AB.ra«BAC. 

CoKOLLABio. I. Avendo una linea poligonale ABCDE ed un asse 
LL^ e convenendo di misurare gli angoli di inclinazione di ogni 
suo lato AB, BC, . . , EA sopra LL| lultì nella medesima direzio- 
ne, la sua projezione abcde sull* asse resulta composta delle singo- 
le projezioni ab, bc^ ed, de^ dei lati« prese positive o negative 
secondo che acuti od ottusi sono gli angoli d'inclinazione che Je 
corrispondono, ed è sempre compresa frai punti a, e projezioni 
dei suoi punti estremi A, E. Pertanto' dalla equazione 

ac=a6-f-6c-j-^rf-1 de 

si trae il Teorema : la somma algebrica delle projezioni dei lati di 
una linea poligonale eguaglia la projezione della retta che ne tmi- 
tee i punti eUremi. 

CoftOLLAMO II. Sia la retta AB nello spazio ed i tre assi or- 
togonali Oanf%: conducendo da A tre rette Ao/, Ay', Az' a questi 
respetti vamente parallele , è evidente come le projezioni di AB so- 
pra due assi paralleli Ow, Aa/, od Oy, Aj/ od Oz, Asf siano eguali. 
Perciò alle projezioni di AB sul sistema Ozay, possono venire so- 
stituite quelle formate sul sistema Ax'y'z'. Queste però coincidono 
colle costole concorrenti in A di un parallelepipido rettangolo aven- 
te AB per diagonale. Per conseguenza abbiamo che il quadrato 
della retta AB è uguale alla somma dei quadrati delle tre sue pro- 
iezioni sopra tre assi ortoganalL 

Corollario III. Designando con / la retta data AB, con /^, /y, 
/« le sue projezioni sugli assi Oa>, Oy, 0% e con a, /à, 7 gli angoli 
che essa respettivamente forma con questi, abbiamo le relazioni 

(2) 1^=1 coi a , ly-=l cos /3, /j=/ co$ y , 
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dalle quali immediatamente si trae-, 

(3) i =,co^ct-\'CO$*^'-\'eo^y. 

Quiodì la somma dei quadrali dei coseni degl'angoli d'inclinazione 
di tma retta su tre assi coordinati ortogonali, ( nominali suoi coseni 
di direzione ) eguaglia r unità, 

Tborbma 11. Avendo due rette nello spazio AB, LM le quali ri- 
feriie ad un sistema ortogonale di assi coordinati abbiano per cose- 
ni dt direzione, la prima cosct^ cos^^ cosy^ t altra coscc^, co^^i^ 
cos y^ , t angolo 9 che esse comprendono è determinato dalla re-- 
lazione^ 

(4) cos Q = cosct cos ct^-j-cos /a eos P|-j-^o$ y cos y^. 

Condueendo dall'origine del sistema le rette Oa, 0/ respet- 
livamente parallele alle rette date AB, LM, esse formano e fra loro 
, e cogli assi angoli eguali a quelli che a queste corrispondono e 
perciò le possono essere sostituite. Preso sopra ciascuna di esse 
da O segmenti 06* Om eguali alla unità, 06=0m=1, e tirata la* 
coDgiungente frm, dal triangolo che ne resulta si trae 
6m*==2 — 2co50. Ma notando che bm è la retta la quale unisce i 
punti estremi della linea poligonale mob, per le sue projezioni sui 
Ire assi Oo?, Ot/, Oz si hanno le espressioni: 

{cosx^ — cosa), [cos^^ — eos^), {cosy^ — cosy); 
e perciò ne consegue; 

wifc'=2 — 2co«S=( cos ot^ — cos et )*-}-( cos p^ — cos ^ )'-f( co^ 7^ — ^^ ^ )* 
Sviluppando] e riducendo per la formula (3) si ottiene: 

cos %^=^COS OL cos «i-j-COS ^ cos fi^-^-COS y cos yy 

Corollario. Elevando a quadrato ambo i membri della for- 
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I 

mula (4) e sottraendoli dalla unità, si deduce 

sen^Q=\ — {co$ a eos a^-]-cos /3 cos ^^-[hjos y cos y^)* 

ovvero per la (3) 

sen^ Q=[co9^ a-f-cos' p-f^os* y) {cos^ x^-\- cos* ^^-[-eos^ y J — 
[cos cù cos ct^-j^hos /ì cos ^^-f-cos y eos y^ : 

laonde eseguite le indicate operazioni questa si trasforma nella for-^ 
mula che esprime H seno dell'angolo di due rette pei loro cosemi 
di direzione, 

■ 

(5) sen' 0=:(co5 ^ cos y^ — cos ^^ cosy)^-\'{cos y cosur^-^'^os y^cosxf-[- 

{eoscùcos^^ — cos f»cos»^\ 

8. Problema L Essendo dette le projezioni l^ l^ l^ di ima retta 
l sopra tre assi coordinati ortogonali 0%ay, ed una retta fissa od 
asse LL^ % cui coseni di direzione siano cos», cos^, cos y, deter- 
minare 4? la lunghezza l, %^ % stiot coseni di direzione^ cosX^ cosfA,^ 
eosT, { k angolo d'inclinazione siMasse Oco, fi sudasse Ot/, t sul- 
rosse Oz ) : S^ la sua proiezione suU'asse )X|. 

Dalle formule (1), (2) immediatamente si trae: 



cos T=^h : y/Q+ly^^s^7 

Inoltre, indicato con 9 Tangolo che le rette ( e LL^ insieme 
comprendono, abbiamo; 

|)=r/ cos Q^:^[cos » eós A-j-eos fi cos fi -f-cos y eosx) 
(1 ) p=/^cos or^-l^os pr\-l^cos y. 

Donde, osservmde essere l^cosctj lycos^, hcosy^ le proiezioni dii 
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'o 'r '■ MilTasse 11^, si deduce [a proposizione : che la projesiont 
ii una retta l topra un' aUra LL, si oUtene detemwuuu/o ie me pro- 
jexioni sopra tre aui ortogomUi e jv«ndefuio la somma dette proje- 
liotù di qumate suUa seconda retta LL^. 

Paoblbna II. Avendo dite punti tll{ol>^y^i^)tìS'{a)^y^z^ riferiti ad 
un sistema ortogonale di assi Oxyi esprimerne la dislansa J t» 
fimsittne delle Wrb coordinate. 

Le coordinate di M, e di M' essendo le projezioot delie rette 
OM, OH' sugli assi, e J essendo la congiungente dei punti estre- 
mi M, M' della lioea poligonale MOM' evidenlemenle abbiane 

J^=£F, — w^, Jf=y, — y,, S,==s^ — 3,: 

ed ia conseguenza 

W i=V(a>-a>J'-f(j.-y.)'+C^-,.)'. 

CoioLUBio L Indicato eon cosa, eot^ coty i coseni di dire- 
tione di S, per la (2) le loro espressioni sono 

(3) «"'=■(»'.-'",) : \/(^, -a,,)-+[ii.-i,,)'+(^-^.)- , 
««f = fe.-J.) : v'(a.,-a,,)'+(t/,-!,,)«+(l -.,)•, 
cos y= (I _jj : l/(»,-^.)'+(s.-»,)'+K-«/- 

CoiOLUuo II. Dati nello spazio i punti 
C(a>^^ riferiti ad un sistema ùrtogonale di 
A del triaitgoh ABC di età essi sono i veri 
loro coordinate. 

Indicando con S, S^, i due lati adiacenti 
golo com^veso, cod cosa, eos^, eosy; eosct^^ cos^^^ eosyy i !«« 
coseni di direzione, per le (3) abbiamo, 

COI et =(o7, — aj,} : J, co* ^ =,{^^—.y^ :S, cosy =(s, — ^i) ■ ^ 
cMa,=(fF,— ajJ:J,. cos^^—(^-~y;}^.S^, coi y,=(s,— «,):«?». 



e per la (5) n.* 7 



Ma l'area A è espressa da ÌA^Sjen$, [terciò sostituendo si ot- 
tiene 



-r((a',!/,)-!-(a',!/3'-K«3'/iy- 

9- Teorema, /.a projezione di una area piana sopra un piano 
(iuo eguaiflia il prodotto dell' area medesima per ti coieno delC an- 
golo rettilineo il quale misura l' angolo diedro formato dai due 
piani. 

In piimo luogo coosideriamo un triangolo ABC la cui base 
CB sia parallela al piano tìs- 
so ; la sua projezione ab e è 
un triangolo in cui il lato a e 
è eguale e parallelo ad A B. 
Per il vertice B condono un 
piano perpendicolare a CB sia- 
no P. p i punti in cui sega 
CB, cb , punti dei quali il se- 
condo è la projezione del pri- 
mo , e che Simo ì piedi delle 
altezze dei due trÌ-ingo!i; nominato 9 l'angolo che queste formano, 
abbiamo 

ABC=^.CB.AP, abc—-,bc.ap, ap=AP.cos fl, 



e iH-Tciò nftc^:-. CB. AP.cosfl,=ABC cosfl, essendo l'angolo rel- 

Uliiieo cori'ispoiidente ai due piani ABC, abc 

In secondo luogo avendo 
il Iriangolo ABC situato comun- 
que nello spazio , per uno dei 
8U0Ì vertici A, eia menato un 
piano parallelo a quello fisso 
HN, e sia AD la retta secondo 
cui taglia il piano del dato trian- 
golo, e uà D il punto in n ' 
le rette GB , ^D si ioiersecano. 
Le projezionv di una stessa area 
su piani paralleli essendo eguali , si proiettino i triangoli CAD, 
BAD, ABC sul piano ADb, e nominalo ^ l'angolo rettilioeu dei pia- 
ni ABC, MN abbiamo 

cAD=CAD. costì, 6AD=BAD . cos fl : 
e quindi 
(S) cAfr=fcAD— cAD=(BAD— CAD) cos 5— ABC eos fi. 

Ud poligono P polendo essere decomposto in triangoli, le cui 
proiezioni formano la eua proiezione p, dalla (1) si trae immedia- 
lamente p=Peo$(i. Inoltre questa formula può essere eslesa alle 
aree curvilinee, adoperando il metodo dei limiti, in quanto che 
possono essere considerate come limiti di poligoni in esse inscrit- 
ti o ad esse circoscritti. 

CoKOLLAiio I. Siccome l'angolo rettilineo di due piani eguaglia 
quello compreso da due rette a questi respettiva mente perpendi- 
colari, così l'area piana A normale alla retta la quale riferita al 
sistema ortogonale di assi saiy è in direzione determinata dei coseni 
cos », COI /3, cos y, ba per angoli d' inclinazione sui niani coordinati 
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yz, %x, my respelUvamente gli angoli a, ^, 7. Laonde , denotaada 

con A^ Af, As, le projezioni di A sui piani zy^ %x^ my^ abbiamo 

(2) A^=Acoi«, Ay=Aco«^, A,=Aco5y 
«d inoltre per la (3) n* 7, 

(3) A*=A,«+A,'-1-A,'. 

Dalla quale si deduce il Teorema: U quadrato di tma area piana 
è eguale aUa somma dei quadrati delle sue projezioni sopra tre pia- 
ni scambievolmenle perpenditolari. 

GoROKLARio IL Determinare la espressione del volume di una 
piramide triangolare in funzione delle coordinate rettangolari dei 
$uoi vertici 

Siano a{a)jy^z^\ K^J/t^t\ ^(^a^a^a)' ^i^JUi^ù * quattro vertici 
della piramide V riferiti al sistema ortogonale di assi Otvyis: e 
designato con A V area del triangolo bcd preso per base della pi- 
ramide, con h la sua altezza o la perpendicolare ap abbassata dal 

verlice a sul piano bed, abbiamo \=s^A.h Ma notando come h 

ó 

sia la projezìone della costola ab sopra ap e perciò eguagli la 
fiomma delle projezioni sopra ap delle tre projezioni di a 6 sugli 
assi, si ottiene la espressione: 

h={w^—a>;}cos{h,w)-{-(y{-^^)cos{h,yy^^ 

Però, Corollario I, l'angolo {hfl>) eguaglia ¥ angolo che il piano della 
base A forma col piano cordinato zy^ (%) quello di A con zw^ 
(A,s) quello di A con ay : donde per le formule (2) i coseni di tali 
angoli sono espressi dalle 



cos{h,x)=^g. : A, cos(/i,t/)=Ay : A, co«(fc,«)=A» : A 



e quindi 



iti 



(4) 



*»=[{* —«'*)A.+(yi—y,)A,+{«,—«,) A,j : A. 



Sostitueodo, per il volume della piramide, deriva la espressione 



(5) 



V— -r(a»,-^aj,)A,+(y,— y,)A J (s,--3,)A.j 



Ricordando essere ( pag. 55 ), 



(6) V=:l 
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10. L'origine e la direzione degli assi coordinali aoai la po- 
sizione di un punto nello spazio è riferita essendo arbitrarie, e la 
soluzione dei particolari problemi riducendosi più semplice ed ele- 
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gante scegliendoli conveDientemeate è necessario stabilire le re- 
lazioni che devono aver luogo fra le coordinate di un medesimo 
punto prese relativamente a due sistemi diversi d* assi coordinati , 
mediante le quali si può all'uno T altro sostituire e ad una equa- 
zione attribuire forme differenti. Il passaggio da un sistema ad un 
secondo, ambedue obliquiangoli, si può effettuare, I.^ cambiando uni- 
camente r origine e mantenendo inalterata la direzione degli assi, 
IL® tenuta fissa Torigine variando la direzione degli assi. 

Problema I. Trasformare il sistema obliquiangolo d'assi O ;s a? t/ 
in altro che abbia in 0\a)=za^ ]/=b» &=c) la origine e i nuovi assi 
O'Z, CY, O'X respettivamente paralleli ai primitivi Oz, Oy, Oa>. 

Preso un punto qualunque M dello spazio, ed indicato con w, 
2/, z le sue coordinate nel primo sistema, con X, Y, Z quelle nel 
secondo, poiché le projezioni di O'M su due assi paralleli sono 
eguali e sono espresse da a) — o, X sopra Ox, O'X ; y — 6, Y sopra 
Oy, O'Y; %—c, Z sopra Oz, O'Z abbiamo 



(1) X=a? — a, Y=j/— 6, Z=z — e; ovvero 

(2) .w=X+a, j/=Y+ft, 2=Z+c. 

Problema. II. Trasformare il sistema obliquangolo dassi Ozxy, 
%n altro OZYX parimente obliquangolo ma che abbia col precedente 
la medesima origine. 

Convenendo di rappresentare T angolo chiuso da due rette 
concorrenti, Ox, Oy, mediante il simbolo x,y composto delle lette- 
re che denotano ciascuna retta, la soluzione di questo problema 
8* ottiene facilmente adoperando le projezioni ortogonali, metodo im- 
maginato da FraoQais. 

Siano {x, y, «), (X,Y,Z) le coordinate di un punto M nello spa- 
zio prese e nel primitivo e nel nuovo sistema : s'elevino in O sui 
piani coordinati xy, %x, zy le perpendicolari ON, ON', ON, e so- 
pra ciascuna di queste si projettino le linee spezzate x-\-y-\-z , 
X-j-Y-j-Z che congiungono i punti M ed 0. Le loro projezioni ef- 
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feituate sulla medesima retta essendo equali , ed osservaodo che 
gii angoli, (N», {H\y), (N» , (N',«), (N,y). (N,2) sono retti, e 
perciò i loro coseni sono nulli , immediatamente si ottengono le 
equazioni di trasformazione : 

(3) 5cos(N*,5)=Xcos(N',X)+Yco5(N',Y)+Zcos(N',Z) proiettando sopra ON" 
y cos(N't/)=Xcos(N',X)+ Y cos(N',Y)+Z cos(N',Z) » ON' 

a?cos(N,a>)=Xcos(N, X)^- Ycos(N, Y)+Z cos(N, Z) » ON 

CoBOLLARio I. H primitivo sisiema è ortogonale. Le normali 
ON', ON\ ON coincidendo respettivamente coi primitivi assi delle 
«, delle y. delle a?, gli angoli (N*,2), (N'»y), (N,cp) sono nulli: po- 
sto per brevità, 



cos{a>,X)=a, fos(a?,Y)=6, co8{x,Z)=c; cos{y,X)=4i\ còs{y,Y)=K 
cos(y,Z)=c'; cos{z,X)=a\ cos[Z,Y)=:b\ eos{z,Z)=c" 

le formule (3) divengono: 

(4) cp=aX-f6Y+cZ, (r=a'X+6'Y+c'Z, «=a"X4-ft"Y+c"Z. 



Poiché il sistema 0;san/ è ortogonale frai coseni di direzione a, a\ 
a!' ; 6, 6', 6''; e, e', e'' dei nuovi assi hanno luogo le relazioni : 

(5) ' a»+a'«-}-a"«=1, 6«4-6"-(.6"«=4, c*+c'«+c"«=1. 

CoROLLABio II. Ambedue % sistemi coordimUi sono ortogonali. 
Avendo 

cos(X,Y)=a6+aV^-a"6", cos(X,Z)=ac-|-aV-}-aV; 

cos(Y,Z)=6c-Ì-*'c'4-6V', 

oltre le relazioni (5) sussistono ancW le tre seguenti: 

(6) a6-fa'6^-fa"6"=0, ac+aVf cV'=0, 6c4-6V-f6"c"=0. 
Dimodoché fra i nove coseni di direzione dovendo aver luogo sei 
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equazioni di condTzione, solatnenfe tre rfmangono i ncfelermiDali. 

Alle formule (5), (6) altre possono sosUtairsi, io quanto che, 
essendo* OZXY un sistema ortogonale, i primitivi assi e formano 
due a due angoli retti , e i loro coseni di direzione verificano con- 
dizioni simUi alle precedenti. Laonde abbiamo: 

(7) ||«_Lfc*_i_c*=|, #'«^-6'»4-c'*=l, o''»+6"»-fc'^=f 

CoBOLUBi» IIL BliaiinaDde- Y , Z fra la equazioni (l) , si oC- 
liene la 

D . X=flD^V')+y(6V)-{-«(6c'), D=a(òV')-|-o'(fc"c)-|-a'\6«')r 
da eui si dedueono le 

Sostituendo queste espressioni nella prima dalle formule (5), rssv 
si trasforma neUft 

la quale, aggiungendo e togliendo al suo secondo membro la quan- 
tità 6\'«-|-6'V'«-L6V, diviene, 

ovvero per le (5) e (6), 

(9) D'=i, D=t:f 
Per conseguen:ra si hanno le formule, 

(10) a==i=(6'c"). a^=±(6''c), a=^{bey 



In simile modo operando si determinano pure le seguenti: 

(il) 6=±(c'a"), 6'^±:(c"a), b''^=tz{ea)r 



(4ar) c==t(a'b"), c'=3t(a"6), c"=z±z{ab^. 

Le relasioDi (9), (10), (11) sooo dovute a Lagrange. 
11. Le formole di trasformazione n.' 10 che si adoperano nel 
caso in cui ambedue i sislemi di assi sono rettangolari contengono 
nove quantità, delle quali, sussistendo fra esse sei equazioni dì condf- 
ne, tre sole rimangono indipendenti. Eulero, assumendo per deter- 
mìDare completamente la direzione dei nuovi assi tre angoli, stabilì 
formule -involventi queste sole quantità Indicando con Oaoys il pri- 
mitivo sistema di assi e con 
OXYZ il nuovo, con Oa;, la 
retta d' intersezione dei piati 
cpy, XY, Eulero scelse per de- 
finire il nuovo sistema — l'an- 
golo. a:Ox^=p, che la Oai, for- 
ma col primitivo asse delle m, 
— l'angolo, X0aj,=4', che la 
OOi forma col nuovo asse delle 
X — l'angolo, Z02r=g, com- 
preso dal primitivo e dal nuo- 
vo asse delle s, che misura l'angolo diedro dei piani anf , XY. 
Per effelluare la trasformazione, conviene. 1." rimanendo fìsso l'asse 
Ox, intorno a questo, far ruotare il dato sistema Osay dell'ango- 
lo f cioè fino a tanto cbe l'asse Oso coincida con Ojt, , ed esso 
prenda la posizione Ozx^y^, Ot/^ essendo normale ad Occ^ nel 
piano aoy, i? tenendo di poi iìsso l'asse Oa:^ intorno a questo far 
ruotare il sistema Osao^y^ dell'angolo ti rioè in modo cbe il primi- 
tivo asse delle s cada sul nuovo ed esso divenga OZy^aSji Oy, es- 
sendo normale ad Oa;, nel piano XY, 3." finalmente tenendo fisso 
l'asse OZ, intorno a questo far ruotare il sistema OZi/,^r, dell' an- 
golo vf/, cioè, facendo coincidere Oip^ con OX e per conseguenza 
0Zj/,a7j col nuovo sistema OZYX. Nella prifiia rotazione dentro il 
piano wy si passa dagli assi ortogonali Oycc, agli altri pure orto- 
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gonali Oy^a;,, mediante le formule: 

(o) ar^co^cmp — Viienf», y=a!^sen'p-\-y^cosp : 

nella seconda, entro il piano zy^ si cambiano gli assi Oz^, tiegd 
altri OZy,, ambo rettangolari, per le formule: 

\b) zseZ-toi d-|-t/j*cn d. y,^ — Z»en i) f-t/^cos fi, 

( d essendo n^alivo per il wdbo ìd cui si effettua la rotazione ) 
ed in fine nell'ultima entro il piano XY si mutano negli assi or- 
togonali OXY gli altri ortogoodU Off^y^, per le equaEìoni 

(e) «),=:X«m4' — YMrtJ', p,=X*eml'-Ì-Ycoi4'. 

Eliminando fra le (a), (6), (e) le qufttitltà su^idiarie a:^, y^, y^ si 
hanno te dimandate formule di 

«;=X(coj^cos4' — eosfjsenpsm^') — 1 
y=:=X(seM?>eo34'+cosflcosf>jetn^) — \ 

CoBOUStio. Confrontando te (Ì) cm queHe (4) del n.' 40 , i 
coseni di direzione dei nuovi assi relalivamenie ai primitivi sono 
espressi in funzione degli angoli f>, tp. 6 V^ '^ eqoaiìoni 

a =fospoflsit' — fl0sflsefi?)se»it',h=-(c09pjen4'-|-ci>sflien?>cosil/), e^=senisen<l> 
a'=:sc»fl>cos»(/+M((lcospsemJ', b'^-{sen9aen^ — cosflcns?>sen4/), c*=-«enflc()s?> 
o'=jcii6sein|' , fc"=M)i9c(»ip , c"==i!ort. 

12. Proilbm*. Trasformare un sistema di coordinale rettilinee 
ortogonali Ocoyx in un siilema di coordinate polari in cut il polo 
coincide eolla origine O, l' asse potare eoli' asse Ox, il pianò dirtt- 
tfire eoi piano ay. 

Sia H un punto dello spazio ed m la sua projezione sul pia- 
no aoy: s' indichino le sue coordinate rettilinee con x,y,z e le pò- . 
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lari con p, d» 4/, le projezioni di OM suIK asse coordinato Oz, e 
di Om sopra gli assi Ox, Oy respelti va mente eguagliano 2, a?, y. 
Laonde (n^ 7) abbiamo: 

z=pcos^ , Om=f cos( ^ — a j=f scfifl , ap^rOmcoivp, 



ovvero 



(1) i=pcos^, y=^C7i^«eM4/ , a?=fWwpcos4^. 

CoEOLLABio. Trasformare il Mtema di coordinaie polari in un 

sistema ortogonale di coordinate rettilinee avente la origine nel polo, 

per asse delle x lasse polare , per piano delle xy il piano direttore. 

Elevando a quadralo le formule (1) eS addizionandole, poiché 

si ha (a) y*^^*=p'scn*fl si ottiene per resultato f*=a?*-|-y'-(-a* : 

dividendo la {a) per z*=f^cos?d, e la seconda delle (1) per la terza, 

derivano le — *~=tang\ -=:tang^/ : di modo che le richieste 

fornaule di trasformazione sono : 



eÈSMuUBmmmlmmm d#lle 0«|p0vllete< 



13. jLe superficie si distingubno in algebriche ed in trascen- 
denti secondo che le equazioni fra le coordinate variabili di un punto 
su di esse gincente sano algebriche o trascendenti. 

TsoBEMA. I. Riferendo una superficie al^d>rica, a due diversi si- 
stemi di assi, Oxy:^0%YZ, le equazioni che la rappresentano han- 
no, U medesima grado. 
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Infalti sia 

(<) V{x,y,z)=0 

{equazione della superBce riferita a un sisfema primitìyo, e resa ra- 
gionale ed intera abbia il grado eguale ad m. Notando con {»,^^'y) 
\k coordinate di O' si fornDano le equazioni rispetto al nuovo sis* 
tema di assi, sestituendo nella (1) ad w,y,% i loro valori dati dalle 
formule di trasformazione: 

Ma considerando la (1 ) come somma di termini della forma geae- 
rale HaJ*}/';^', in cui n-^p-\-q~m, la trasformata resulta parimen* 
te la somma di termini «imili al seguente 

ovvero a ' KX~Y'Z«; 

in quanto che, essendo n, p, 9, numeri intieri e positivi, ogni suo 
fattore è un polinomio il cui grado non può respettivamente su- 
perare n, p^ q: quindi il grado della trasformata non è maggiore 
di m. Ne questo può essere minore di m, poiché ritornando con 
inversa trasformazione dal nuovo al primitivo sistema, non può 
aumentare in questo passaggio il grado della equazione resultante. 

CoROLLABio. Le superfìcie, . a somiglianza delle curve, si divi- 
dono in ordini; e questi prendono nome dal grado della equazio- 
ne che le esprimono. 

Teorema JI. Una superficie algebrica déirordine m è tagliata da 
un piano secondo una curva algebrica il cui grado non può supe- 
rare m. 

La equazione della curva d' intersezione si determina riferendo 
ia superficie ad un nuovo sistema di assi OZYX scelto per modo 
che abbia il piano dato per quello coordinato delle XY, e poi nella 
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equazione trasforiData penendo Z=0. Mt il grado di questa, Teo- 
Tema I , è m e per coosegueaza m o mioope di m è il grado 
della equazione della curva d^intersezione che da essa deriva aa- 
DuUando una variabile. 

CoBOLLAKio. Una superficie algebrica deW ordine m è tagliala 
da una retta in m punii al piò, se questa non giace interamente 
sulla guperfieie. 

Riferita la superficie al nuovo sistema di assi OXTZ in cui 
Tasse OZ coincide colla data retta nella equazione trasformata il cui 
grado è m si devono porre Y=0, Z=0; le radici della equazione 
resultante in X, di grado al più eguale ad m, determinano i pun- 
ti d' intersezione, i quaH perciò non superano in numero m. Se la 
retta giace sulla superficie la curva secondo cui questa è tagliata 
dal piano XT, non è una curva propria dell' ordine m, ma si com- 
{x>ne della retta stessa e di una curva dell* ordine (m — 1). 



E»creliA« 



I. Dimo^rare che in un poliedro V area di una sua faccia 
^eguaglia la somma delle aree di tutte le altre, ciascuna moltipli- 
plicata per il coseno dell' angolo d' inclinazione sulla prima faccia, 

II. Dimostrare che in un poliedro la somma dei quadrati del- 
le sue faccie eguaglia il doppio della somma dei prodotti di tutte 
queste, formati moltiplicandole due a due e per il coseno dell* an- 
golo diedro ad esse corrispondente. 

III. Dimostrare <^he in un tetraedro rettangolare il quadrato della 
Taccia opposta all'angolo triedro trirettaogolo è eguale alla somma 
dei qiadrati delle altre tre feccie. 

Questo Teorema è dovuto a De Gua. 

IV. In un quadrilatero non piano^ sghembo, diviso due lati 

4komH, AnaliL S6 
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opposti nel rapporto m : n , e gti altri due nel nrpperte m^:n^^ le 
rette che conginngono i punti di divisione dei lati opposti si ta- 
gliano, ed i loro segmenti stanno nel medesimo rapporto dei latf 
opposti che li corrispondono. 

V. In un sistema obliquangolo di assi determinare la distan- 
za di due punti in funzione delle loro coordinate. 

Vf. In un sistema obliquangolo di assi determinare le coor- 
dinale del punto che divide, secoodo un dato rapporto min, uni^ 
lunghezza nota mediante le coordinate dei suoi punti estremi. 

VII. Determinare le coordinate del pentro di gravità di uq 
triangolo in funzione delle coordinate dei suoi vertici 

Vili. Determinare le coordinate del centro di gravità di un 
tetraedro in funzione delle ooordinate dei suoi vertici. 

IX. In un sistema obliquangolo di assi determinare la dis- 
tanza di due punti mediante le loro coordinate. 

X. Determinare la diagonale ed il volume di un parallelepi- 
pedo essendo dato tre costole adiacenti e gli angoli che esse com- 
prendono. 

XI. In un sistema obliquangolo di assi, determinare la rela- 
zione che deve aver luogo fra le linee trigonometriche degli an- 
goli che una retta forma cogli assi. 
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CAPITOLO IL 



DEL PIANO BDELLA RETTA 



Vftrie rormc della eqnaBlonc del piane 

14. Due processi inversi coslituiscono il metodo geii«raìe con 
cui la Geometria analitica studia le proprietà della estensione fi- 
gurata, dei quali il primo traducendo in analisi quelle proprietà 
delle linee, delle superficie che le caratterizzano ne stabifisce le 
tx]uazioni, T altro queste analizzando definisce il significato geome- 
trico di cui sono suscettive. 

Pboblema I. Determinare la equazione di un piano relativa- 
fnente a tre assi coordinati ortogonàli. 

Una proprietà comune a tutti i punti di un piano, e solo a 
questi è la seguente: elevata nel punto A del piano sopra di 
esso una perpendicolare indefinita e su questa determinati due 
punti p, q ad eguale distanza da A, e perciò simmetricamente di- 
sposti rispetto al piano medesimo, ogni suo punto M è equidistan- 
te da p, 9 e per conseguenza le lunghezze Mp, Mq sono eguali. 

Preso il punto A in modo che la perpendicolare pAq passi 
|)er la origine del sistema O, e preso pure O per il punto 9, sia- 
no {x,y,z) le coordinate variabili del punto M del piano, e {afi.e) 
quelle costanti di />. Le lunghezze Mp, MG sono date dalle espres- 
sioni 
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t perciò la equazione che analiticamente esprìme fa proprietà ca> 

falteristica del piano è 



«,«+ì,»-f a'=(»- o)«+(v-6)'-h(«-c) 



r 



ovvero sviluppando* t rìducendò , 

(4) ax-\-by-j-cz ■ ■ ■ ■ =0 

equazione lineare in (ff,y,Zé 

GoROLLAftio L Questo metodo fu immaginato da Fourrier. 

GoROLLAEio II. In simil modo si ottiene l'equazione del piano* 
relativamente ad assi obliquangoli. 

Denotando con A, /k, t, gli angoli compresi fra Oj/ ed Os^ 
Oz ed Oxj Ox ed Ot/; abbiamo 

Mp'=(a>— a)*+(y— 6)^+(a— c)'+2(j/— 6)(a— e) cos A 

-{-2(2 — è){p — a) co% \L-\-%{aD — a)(i/ — 6) co% t ; 

pertanto l'equazione del piano è 

(1 ') (a-f- 6cosT-[-c «M/x)^4~(^"l"^ co«A-jracow)j/-j-.(c-|-6cosA-|-6co«/x).5 

o^-|-6*-4-c*-[-2&c có5A-f-2flc cosf<r-|-2abgo$9r 

2 ~®- 

Problema It Determinare il significato geometrÌ4^o delVeqtiazi<p- 
ne lineare 

(a) Aa?4-By+C2+D=0 , 

00,]/,;$ esprtmetufè /e coordinate vorìaòt/i di un punto ne/to spazio re- 
lativamente ad assi ortogonali. 

Moltiplicando la (2) per una quantità arbitraria f essa si ri- 
duce alla forma» (1) determinando le costanti ^, a-, &, e mediante 



le equazioni 

pA=a, pB=6, pC=c, pD=— l.(a»4V+c') 

e quindi attribuendo loro i valori reali 

f^. — 2D _ — 2PA ^_ — gPB — 2DC 

^ ^ '^ A»-f-B«+C»' "*— B^+Mf?' A*-f B*-LC'^ ^A'+B^+C»- 

Laonde la equazione (2) convenendo solo a punir nello spazio per 
cui ha luogo la proprietà caratteristica di un piano esprime que- 
sta superficie. 

CoBOLLABio I. L'equazione (2) si può sempre trasformare net- 
ta {i') allorché gU assi sobo obliquangoli mediante le equazioni 

^A=a-f-6cosx-j-ccos/x, pB=6-|-c cosA-j-aeosT, pC=(r-|-6cosA-j-aco$ft 
2pD== — {à^-\'h^-{'C^-\-2bc cosA+2ac cos|x-j-8a6 cost) , 

da cui si ottengono 9empre per a, b, e, f valori reali. 

CoROLLAHio II. La (2) nominasi equazione generale del piano> 
e per asst rettangolari, e per assi obliquangoli. Conviene determi- 
narne il significato o discuterla pei diversi valori che le costanti 
possono assumere. 

l* Sia D=0, la Aflcr-|-By4-C2=^0 essendo soddisfatta da 
( w=0, j/=0, %=0 ) coordinate della origine , il pigino passa per 
questo punto. 

IL* Sia A=0, la Bt/-[-C2+D=0 nel piano coordinato y% si- 
gnifica una retta , e nello spazio conviene a tutti i punti le cui 
projezioni ortogonali od oblique sopra yz giacciono in essa: quin- 
di rappresenta un piano perpendicolare a quello coordinato delie 
y ;s parallelo air asse Ooo. In simil modo Aa)-{-Cy'\-D=ù , 
Aa?-}-Bj/-f-D=0 esprimono piani rispettivamente perpendicolari ai 
piani za>, ay, o paralleli agli assi 0;/, 0;;. 

HI.* Se A=:0, B==0, la C;5-[~D=0 significa (n.* 4) un piano 
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parallelo a quello coordinato delle xy\ in siniil modo per gli ^\\,v\. 

CoBOLLARio III. Indicando con S la disianza delf origine delle 

4 

coordinale dal piano, ^=OA==-Op, con cma, cosp, cosy \ suoi co- 
si 

seni di direzione, notando che a, fr, e sono le projezroni di 

0/)=2<J sui tre assi orlogonali Ox, Ot/, O2, abbiamo': 

(4) a=%Scosu, b=2Scos^, c=%&co$y, a'-f6*-|-c'=4(J^ 
Per questi valori T equazione (1 ) prende la forma 

(5) a?co$dt-|-yco$/a-}-^5cosy — «y=0 

ed è chiamala forma normoie della equazione del piano. 

Eliminando per mezzo delle relazioni (3) (4) le arbitrarie a, 
hy e, si deducono le formule: 

P A 

(6) ^=IZ77Tr=^f=r^' «^*«=. 



Va* -fB*+C» lirV A«-f B«-ì -e* 

B C 



per le quali si determinano, e la la distanza del piano dall' origi- 
ne, e la sua direzione in funzione delle costanti dell' equazione 
generale (3). Questa poi immediatamente si trasforma nella (5) 

moltiplicandoDe ogni termine per il fattore, .- -., — = — , in 

^ ^ ^ ' =*=\/A^+B«-j-C» 

dai al radidalè deve attribnirsi il segno opposto a quello della 
CDilàMe D ì» qoaivto obe la perpendicolare ^ si considera sempre 
come grande^ì^a positiva. Inoltre gli angoli 7, ^, « eguagliano gli 
angoli i^ettiltnei che misurano i diedri formati dal piano con cias- 
cuno dèi piani coordinati o^t/, 207, )sy: e sono complementari degli 
angoli che il piano forma coi tre assi 0%, Oy, Ooo. 

CoROLiiARio IV. Prm tre punti ìi^{('>iy^^i) , Mj(a?jt/,«,) , M^{a)^y^z^ 
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ifi un piano, delerminarnc la equazicne in guisa che le costanti siano 
espresse in funzione delle loro coordinate. 

Denotando con A Y area del triangolo M^tf^Mj, e con V il vo- 
lume deija piramide triangolare OM^M^M^, mohiplioando ogni ter- 
mine della equazione (S) per A, si ottiene: 

(7) x.AcosM-\-y.Acos^-^zAcosy=SA, 

Ma Acos^, Acos/B, Acosy sono le proiezioni A^, Ay, Az di A sui 
piani coordinati zy, zx, anf, e -^.<f.A è il volume delia piramide 
OM^M^M^; per conseguenza la equazione (7) diviene: 

(8) a?A,+yA,+zAa=3y , 

in cui i coefficienti hanno espressioni che si deducono dallp (1) 
del n." 8. 

CojftOLuiiio IV. Esprimere la equazióne dd piano mediante % 
segmenti p^ q, r che respeUivamente .deterniina s^i tre as^ coordi- 
fuiti ortogonali Ow, Oy, Oz. 

Projetlando ciascuo di questi sulla perpendicolare S abbassala 
dalla origine sul piano abbiamo S=ipcosa^ S=qcotfij S=rcofy\ 
idonde introducendo i valori di cospù, cosjB, cosy nella (5) sj 
deduce 

p q r 
ove per la (6), 

fiiis D D D 

Le rette secondo cui il piano è intersecato d^i piani coordi- 
nati uominansi sue tracce. Allorché esso è espresso mediante Te- 
quazione generale ne resultano per le equazioni delle tracce: 



«oo 

Aa?+Bj/-]-D=0, Aa4-C;2+D=0, By-4-C«+D=0 

Dei piani ay, zco, ;sy. 

Per assi obliquangoli, esprimendo le costanti A, B, C, D per 
Pf q, r, si stabilisce direttamente la equazione (9). 



Problemi Intorno al iplaail. 

15. Problema I. Avend» il piano rappresentato, per (u$i orto- 
gonali, dalla equazione 

a> cos cù-^y cos /S-f" * cos y — J=0 , 

eiprimere la lunghezza della perpendicolare su di esso obbaMLta dal 
punto M{a)^y^z^. 

Sia P il piede della perpendicolare condotta da H, sul piano 
dato p quello della perpendicolare che si parte dalla origine O, e 
sia Q la projezione di sopra la MP: avendo PQ=pO, come 
rette le quali sono comprese in un medesimo piano, e sono pa- 
rallele tagliate da parallele, posto MP=P, evidentemente abbiamo 
MQ= — P-[-J. Proiettando la linea poligonale o^ì-tVc^^i i cui 
punti estremi sono O ed M sopra la MPQ la sua projezione egua- 
glia MQ: ma w^eosa, VgCosfij z^cosy essendo le projeziont delle 
rette che compongono la poligonale, si ottiene U espressione 

w^cos » -j-y^cos /3-f ^i^^* y= — V'\'S , ovvero 

(1 ) — ?=x^cos oL-^y^cos fi-^z^cos y — S. 

Considerando sempre positiva la distanza ortogonale della ori- 
gine del sistema dal piano, qualunque situazione abbia, la perpen- 
dicolare MP deve essere presa positiva o negativa secondo che M 
giace con dalla medesima parte del piano, o dalla parte op- 
posta. 



SOI 
i Se il piano è dato dalla sua equazione generale, 
per le (6) n.^ 1 i, tale espressione si trasforma nella seguente : 

j_ Aa?,+By,+Cig,+D 



Problema li. Avendo i piani rappresentati, per assi ortogonali, 
daUe equazioni 

xcoscù-^ycosp^-\-icosy — ^^=0, a?cosa^-j-j/co*p^ -j-zcosy j— J^=0, 

determinare la espressione analitica dell'angolo che racchiudono. 

Osservando che V angolo 8 formato dalle due normali S, S^ è 
rangole rettilineo che misura il diedro dei piani dati, abbianao 
per esso, n.* 6, 

(3) cosQ=cos X cos a^-j-cos ^ eos /3^+cos y cos y^ , 

sene=V(coi OL eos 0|)*-|-(co$ /S eos y^j^-^ieos y cos a,)'. 

CoROLUBio I. Se i piani seno dati dalle loro equazioni genera- 
li A(»+Bt/+C«H-D=0, A'a)-f B'j/-f-C';s+D'=0, le (3) divengono, 

(4) cose— -^ — 



VA«-f-B*+C*.±VA'«4.B'»-f-C'* ' 



CoROLLABio II. Determinare la condizione per evi i piani sono 
tra loro perpendicolari. Dovendo estere 9=90^ eos%z=zOf dalle (3), 

(4) immediatamente si deduce: 

(5) cos OL cos cù^-^cos cos 0|-f~^* y ^^* 71=0, AA'-|-BB'-|-CC'=-0. 

Corollario III. Determinare le condizioni per cui i piani sono 
tra loro paralleli. In questo caso poiché ©=0, ic»9=0, per le 
(3), (4), si ottengono le 
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(cosacos0j=O, (r^s cos y j)=-0, {cos y coi x^=:0 ; ovvero 

(AB')=0, (BC0=O, (.CA0=O; 
le quali rioevoDO anche la forma: 

(6) co$a:eosa^=cos^:eo$^^^=cosy:eosy^; A: A'=sB:B'=C:C', 

e sono due sole, poiché combinandone due qualunque nasce la 
terza. Laonde due piani sono paralleli quando hanno proporxianali % 
coefficienti delle variabili nelle equazioni da cui sono eipressi 

ParaLBHA IH. Determinare Vequa%ime di un piano che sia pa^ 
ralkk ad un piano dato a> cos a-^ eoi ^-{-z co$ y-^:=0 , e che 
passi per un punto dato {(ìo^y^z^)' 

Prendendo Tequazions xcosa^-\-ycos^^-]-'Zcosy^—^y=^0 per 
significare il piano dimandato^ fra le sue costanti arbitrarie cos a^ , 
cd5^f, cosy^^ 3^, affinchè esso soddisfi alle date condizioni, de- 
vono avere luogo le 

x^cosa^-i^y^cosp^^-^-zjsosy^ — ^t=0, cosa\cosa.^cos^^>sp^^=:zco$y\cosy^ ; 

quindi eliminando le arbitrarie si ottiene per esso la 

(7) (io — a)Jcow-|-(t/ — i/^)cos^-|-(2-=— «^)cosy:=0. 

CoBOLUiEio. So il piano dato in situazione, è simboleggiato 
dalla equazione generale Aa?^-Bj/4-C«-f-D=0 , quello richiesto 
viene espresso dalla 



(8) A(*,-*,H-B(y-^,)4-C(a-,,)«0. 



PfiOBLBMA IV. Determinare le eq;uazioni dei piani i quali bise-- 
cano gli angoli diedri dei piani , 

iccùsar^cosp,'^zcùsy — J=0, <»co$tt^'^€ù$^^-\-zcosy^ — ^|=0, 

e sono condotti per la retta secondo cui i piani dati si tagliano. 
La proprietà caratteristica di un piano che passa per la co- 
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Stola di un angolo diedro bisecandolo è d* avere ogni suo punto 
{icyx) ad eguale distanza dalle faccie di questo. Però V origine del 
sistema giacendo entro uno degli angoli diedri formati da due pia- 
ni ed esternamente al diedro con quello supplementario , è sempre 
dalla medesima parte delle due feccie del primo diedro con ogni 
punto del suo piano bissettore, ed è relativamente al secondo die* 
dro dalla stessa parte per una sua faccia, dalla parte opposta per 
Faltra con ogni punto del piano che Io biseca : quindi , Problema I 
le equazioni 

(9) {xeo$a'{-ycos^-\^%eosy — ^)r;=(apcos^^-["!/^^^iH~*^^*7i — ^i)=0 * 

che sono evidentemente soddisfatte da tutti i punti posti sulla ret- 
ta di intersezione dei piani dati, esprimono i piani bissettori ri- 
chiesti. Designando T equazione dei piani dati con una sola lettera 
:0, 11^=0, alla (9) si può dare la forma algoritmica 



(1 0) ic;=ti^=0. 

CoKouABio. L'equazione (9), allorché i piani hanno per egua- 
zioni le 

A<»-|-By-|-C«+D=0, A'a?4-B'y+C'*4-iy=0 
divengono : 

Problema Y. Dati quattro punti nello sposto 

Mio^iViSi)» M,(aPiyA). B!j(<p^52,), ^J,a^JHih) 

determinare Fanalitica condizione affinckè rianó contenuti in un me- 
desimo piano. 

Il piano determinato dai ire punti M, M^, M, ha per equa- 
zione , <DA^-\'yXy'^zAjf=ZY : quindi la condizione affinchè il quar- 
to punto sia in esso contenuto è 



foi 

(18) 



•*A,+j;^A-,-fi4A,=^3V. 



A tale condizione si perviene notando come il volume delb 
piramide triangolare i cui vertici sono i punti dati debba essere 
nullo e che perciò debba sussistere la relazione 



(<») 



< a?, y, %, 

< ^, y. «a 
1 fl^, Vt 5, 

< ^4 Vi ^4 



=0 



la quale , sviluppata , immedialameDle si trasforma nella prece- 
dente* 



EqnaBl^nl della rcTlt*. 

16. Una retta nello spazio è definita nìediante due equazioni 
lineari fra le coordinate variabili di un suo punto poiché si può 
considerare come la linea di intersezione dei due piani cui ogni sìn- 
gola equazione rappresenta. Infatti le coordinate di ogni punto appar- 
tenente a tale intersezione nel medesimo tempo soddisfano ambe^ 
due le equazioni ed inversamente tutti i sistemi di c/>ordinat« che 
queste verificano sono proprie a punti che giacciono sopra di essa 

Peoblbma. Determinare le equMumi di una retta relativamente 
a tre assi coordinati ortogonati. 

Siano (a,6,c) le coordinate di un punto dato A giacente sulla 
retta, (a9,t/,c) quelle *di un punto qualunque M di essa, f sia la 
distanza variabile MA, e cosx^cos^.cosy^ siano i suoi coseni di di- 
rezione, proiettando AM sopra i tre assi coordinati, immediatamen* 
te si stabiliscono le equazioni , 



(4) 



SO — a=fcoscù, y — b=peo$^, % — c=peosy 



20» 

fé qaali esprimono la retta mediante le quattro variabile f,m,y,%. 
Eliminando fra di esse f si deducono le tre equazioni 

(2) ««_!/-fr_ 



coM co$ ^ coi y 



che equivalgono a due sole in quanto che una è deUe altre conse- 
guenza. 

GoEOUAEio L Combinando insieme la prima colla terza, la se- 
conda colla terza, posto 

toicL teotx coj/3 , tto%^ 

co%y "* cQ%y ^* coiy^^^ ^^^7 

«r 

si ottengono a rappresentare la retta le due equazioni; 
(3) a?=/)«-f 7, y=P4Z+9t 

che sono frequentemente adoperate. 

La prima di esse esprime nel piano cn una retta, projezione 
della data su questo piano ; Taltra la sua projezione sul piano %\f. 

CoROLLABio II. Le equazioni 

per assi coordinati obliquangoli, esprimono una retta, rappresen- 
tando la linea d'intersezione di due piani. Inoltre le costanti {, m, 
n significano i rapporti delle projezioni sugli assi di una porzione 
arbitraria p della retta , a questa medesima porzione , projezioni 
effettuate da piani paralleli a quelli coordinati 
Inoltre essendo 

A=j/0«, /x=550a?, T=a?Oy, ed 
-j-t(« — e){a> — a)coijx-|-8(a? — <»)(j/ — 6)cowr, 
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elimioandovi (ce— a), (y— 6), (s— e) mediante le (4) si oUiene fr* 
tali costanti la relazione 



(5) 4 =i'-{-m'4-w*+2i»n cos A-l- 2»? coi /Xr-l-J/m cos t, 

CoROLLABio III. Determinare in qual modo vari la situazione di 
Ulta refto rullo spazio per particolari vahri delle costanti involute 

nelle sue equazioni, -— --^=?^^^= , /, m, n essendo guantità 

l m n 

proporzionali ai suoi coseni di direzione se gli asH sono ùrtegonali. 

l? Siano a=ò=c=0 , il punto A coincidendo coir origine O 

del sistema di assi» per questo passa la retta le cui equazioni sono 

(6) ?=»-=*-. 

l m n 

11.^ Sia 2=t20, affinchè Le equazioni (4) sussistano è necessario 

c o a 
e sufficiente che il rapporto — j^ non sia infìnilo, ma indetermi^ 

nato; il che ha luogo ponendo cD=a'=0. Pertanto le due equa- 
zioni 

(7) . a>=a, y-^= 



m n 



esprimono una retta contenuta in im piane parallela al pieno coor- 
dinato zy, e perciò a questo parallela. In simil modo le equazioni 



,. «—a «-— « où — a y — b 

I ir ( m 

significano rette parallele ai piani coordinati so?, wy. 

e:... I n : .: ^"^^^ V'-b 



III. Siano l=m=0, i rapporti — - — , — non potendo 

essero infìniti, devono divenire indeterminati e perciò le equazioni 

(8) 
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«sprimono una retta, che essendo intersezione di due piani respet- 
tivamente paralleli a srjf, %a> resulta parallela alleasse coordinato 
Os. Parimente le equazioni CD=a, zsssc; j/s=b, %=c significano 
rette parallele agli assi Oy, Ox, 

PreMeml Ini^ni» alle rette 

1 7. Peoblbma I. Determinare le eqtAOzioni di una retta che passa 
per due pmti dati M{(»^y^z^)j M{m^y^^^) gli assi coordinali es- 
semlo qualunque. 

Siano le equazioni della retta. 

X — a y — 6 z — e 

l ^^ m n ' 

in cui le costanti arbitrarie a, b, e, /, m, n, devono esprìmersi in 
funzione delle coordinate dei punti dati. Essendo le quantità a, b, 
e le coordinate di un qunto qualunque A che giace sulla retta, af- 
fiinchè questa passi per il primo punto M è sufficiente porre, 
a — r tPy b=y^, c=^iy far coincidere A con H. Allora le sue equa- 
zioni divengono: 



(1) ?~^i 



/ m n 

Ma il punto Mg giacendo sulla retta, devono aver luogo le coa- 
dizioni -*-; — '=^-2 — ^=-2 1, per cui eliminando dalla (4) le 

l m n ^ . \ / 

costanti arbitrarie si hanno le richieste equazioni: 

a>^—a>, yr^^ •«,— sr, ' 



CoaoLLABio I. Le equazioni (2) valgono anche quando gli assi 
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coordìDatì sono ortogonali 

CoEOLLAUO II. Esprimere analiUeammie le candùiùM per cui 
i ire punti deUo spazio M(aj^y^Sj), ^^{x^y^z^, ^i^^V^^ ^^^^ 
sopra una medesima reità. Formate le equazioni (2) della retta 
MM|, le coordinate del terzo M, devono soddisfarle e pertiò si 
deve avere: 






(3) 



condizioni richieste. Queste si riducono a due, una essendo ne- 
cessaria conseguenza delle altre. Con differente processo si può ad 
esse pervenire. Denotando con A l'area del triangolo MM^M,, ab- 
biamo ' A'=A^*-[-jk/-j-'^«' • ™^ *" questo caso A=0, quindi le 
condizioni che gli corrispondono sono n.^ 9, 



(*) 



A^=Ay=A,=0 . 



le quali facilmente si riducono alle precedenti. 

Peoblbma II. Esprimere analiticamente la condizione necessaria 
affinchè due rette date in situazione neUo ^zio s'intersechino. 

Siano 



— o y — b z — e X — a' y — V z — e' 
l m n t m^ n' 

le equazioni delle rette date, A(a,6,c], B(a-f^,b-|-m,c-|-n) siano due 
punti presi sulla prima, k\aVc% ^\a'-\-l\ h'^\ c'-f-nO due punti 
suir altra , la condizione richiesta è quella necessaria affinchè le 
rette sianp contenute in un medesimo piano, ovvero la piramide 
triangolare ABA^B' abbia un volume nullo. Quindi è 



(5) 



\, a ,6 , p 
\, o-{-/, b-\-tn, c-f-n 
<, 0! ,h' , e' 
\, a'-f-r, 6'+9»', c'-fn' 



1, a, 6, e 




Q, l , m, n 




\ . a', h\ e' 




0, r, »»',»' 





a 
l 
l' 



—a', 6—6', e— e' 
, m , n 



=0 
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GoKOLLARio. Se le rette sono date dalle equazioni (D==p;(-}-^, 

y=Pi^+9i; •'=p'H^» ì/=P'iH^/' '* condizione enunciata si 
determina eliminando fra esse le variabili w, y^ % perchè per le 
coordinate del punto d* intersezione tali equazioni debbono coesi- 
stere. Pertanto abbiamo 

(6) (p-f>')(7,-9,0=(p,-Pi')(?-V) ; 

e per le coordinate del punto d^intersezione si deducono i valori 

(7) .=!bM^, . <^-H . »=^. 

P—^ f,—Pi P-F Pi— fi 

> 

Problema III. Esprimere gli angoli che una retta forma cogli 
assi coordinati ortogonali. 

Sia la retta data dalle equazioni — ,- = = , siano 

^ l m n 

cosoL, cos^, cosy i suoi coseni di direzione, e sia r il segmento 

della retta compreso fra i punti {oB^y^z) , {ajb^c) , abbiamo, 

a> — a y — 6 z — e 

=^ ^= =sr, e perciò l=rcosay m=fcoi^, n^:^cosy. 

cos cù cos ^ cos y 

Inalzandole a quadrato ed addizionandole membro a membro si tro- 
va, /'-j-m*-f-n*=r*, e in fine 



(8) 




/ tn n 



E da notare come ciascuna di queste espressioni ammetta due 
valori per cagione del radicale che contiene il quale però in tutte 
deve avere il medesimo segno. Esistono adunque due sistemi di 
valori per i coseni, che determinano e gli angoli ^ jB, / ed i loro 
supplementari i80* — », 480* — ^^, 180® — y, angoli che due por- 
zioni della retta misurata da un punto qualunque di essa in op- 
poste direzioni fermano coi rami positivi degli assi. Per il modo di 

0«om«l. AnaìiL 17 
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contare gli aogoU »t^y vaie la conY^ozione che essi sono quMi 
conispondenli alla porzione deUa retta che forma col ramo posUwo 
dell'asse 0% un angolo acuto. Dovendo io cooscgueaza assumere per 
cosy un valore posilivo il radicale prende il segno eguale a quel- 
lo della costante n. 

Corollario I. Se la retta è simboleggiata dalle equazioni, 

x=pz'\-q, y=p,^q^, dalle ~?=?ZÌt_« j 
di direzione sono dati dalle espressioni- 



suoi coseni 



^ P ..ca_ là .n^_ 1 



in cui il radicale deve essere affetto del segno posilivo. 

Corollario IL Essendo A , jx , t gli angoli che la retta data 
forma coi piani coordinati wy, wz, yz, o colle sue projezioni ef- 
fettuate su tali piani in^mediatamente abbiamo 

(i 0) senA=cosy , seniJi,^=cosp^ , senT=eoscù. 

GoROLLAi^io IH. Determinare le espiazioni di una retta la quale 
passa per il punto dato ( oo^y^^x ) ^ fo^^<'^ cogli assi gli angoli a , 
fi, y. Per le (1) abbiamo 

CD — a>, y — Vi 2 — z. X — X. cosct y — y. cosfi 

4=2 — 2i=: i ovvero -= , - — il=_£l. 

cos» cos^ cosy z — z^ cosy z — z^ cosy 

Prorlbma IV. Esprimere V angolo compreso fra due rette date 
e riferite ad assi ortogonali. 



a> — a y — 6 z — e w — a' y — 6 z — e 



Essendo (a) —7—=^ — = — , — 7-'=";::7^= — ? 



le equazioni delle due rette, l'angolo che esse comprendono, 
cosx, cos^, cosy i coseni di direzione ddla prima, cos a.', €os^\cosy' 
quelli dell* altra per le formule (5) del nui&ero n.^ 7, abbiamo 



SI 4 

COI 9 =:cos ot cos x'-^cos ^ cos fi'^cos y co$y , 

seti e =y/{cos ^ cos y')»^- {cos y cos a')*-i-{co« a cos p!f 
le quali per le (8) divengono: 

(41) cos©— ' 



Vi«-|.,n«+n* . V/'H^w'^+n" 



(12) sena— ^ ^ T^v 7 I V / 



1 due valori eguali e di segno contrario che si hanno dalla (11) 
per il cosQ corrispondono a due angoli supplementari, acuto od 
ottuso, che le rette comprendono. I due valori che si hanno per 
il seno corrisportdono ad archi che differiscono di una semicircon- 
ferenza, di T. Limitandosi a considerare archi minori di ^r, il 
valore di sen% (12) deve sempre esser preso positivo. 

CoBOLLABio I. Le rette essendo rappresentate dalle equazioni: 

(fc) w=fa>^q, y=fta>+g,; GOr=j/x^q\ y=p^co-{-q^' 
le (11) e (12) si trasformano nelle 

(13) c^»= , W+PX+ J 

v'l+>'+P.'-^<+p-+p,'' 

Corollario If. La condizione affinchè le rette (a) riano leam- 
bievolmente perpendicolari è, per ©^r90^ e cos 6=0, 

{\ 5) «'+TOm'-fnn'=0. 

Questa, allorché le rette, sodo date dalle (b), divieae 
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(16) flp'4P,P'i+<=0- 

CoftbLLABio III. Le condizioni affinchè le rette, (a) o (b), siano 
parallele, si derivano dalle (1 2), (1 i) ponendovi 9=0 e sono : . 

(18) &=^=^' 

p Pi 

le quali si riducono sempre a due la terza essendo di esse ne- 
cessaria conseguenza. 

GoEOLLARio lY. Determinare le equazioni di una retta che passa 

per il puntò {a^jy^z^ ed è paraikla atta retta = - — = ^. 

Per i principi sopra espressi esse evidèntemente [sono 
a> — a>s u — t/. % — z 



L— V— 2/i _±Z?t 



l m n 



Pr^Meml Intorni al plani « mìMe wette. 

18. Pbobleiia I. Esprimere l'angolo di inclinazione di un retta 

ad un piano ambedue riferiti ad un sistema ortogonale di assi. 
Siano 

b z — r 



I I I» a> — a y — o 
xcoscù-\-ycos^f zcosy — 6=0; p=-^ r= 



C08 a; cos ^ , cos y 

le equazioni del piano e della retta, sia V T angolo che questa 
forma col piano, poiché V è oomplementario coir angolo compreso 
fra la retta data e la direzione di ^, abbiamo 

(i ) %e!ìi^'=^cosoLCOSoi'\'Cùs^co%^-\c(^yco%y\ 

(2) cos*Vi=(co«^co$y')'-f-(cMycosflR')'+(^^*^'^^^^')'- 
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CoEOtLARio I. Se il piano e la retta sono rappresentati dalle 
equazioni 

l m n 

le formule (1), (2) divengono 

(3) «„v- A/+B«+C„ 



CoBOLLABio li. Determinare le equazioni di cmdizione che de- 
vmo sussistere fra le costanti della retta e del piano affinchè a 
questo sia essa perpendicolare. Dovendo essere V=90*, dalle (2), 
(4) si traggono immediatamente le relazioni 

l„. COSA C05^ rpsy A B _C 

cosoL^^cosp! cosy ^r m n 

le quali si riducono a due sole la terza derivandone come neces- 
saria conseguenza. Laonde le equazioni di una retta condotta per 
il punto [(x>^,y^,%^) perpendicolare al piano Aa54^By-|'C«'r'D=® 
evidentemente sono 

(6ì g^— fl^i —y— !/i_g— ^t . 

^ ^ ABC 

e la equazione di un piano che passa per il punto dato ed è per- 

pendicolare alle retta — ; — "=- = ha la forma 

^ l m n 

(7) i(co-a>,y^m{y—y,)-^n{y-y,)==0. 

CoBOLLABio 111. Determinare la equazione di condizione che 
deve sussistere fra le costanti della retta e del piano affinchè essa sia 
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a questo parallela . Essendo V=0 , dalle (1 ) « (3) si dedacono le 

relazioni, 

(8) co$xcosa!-\-cosptcos^'-^cosycosy=Q, A/-fBm-j-Cn=0. 

Problema IL Determinare le conrdinate del punto d'intersezione 
di una retta con un piano y gli assi coordinati essendo qualunque. 
Siano 

Arr+By+CH-D=0, '^=jz±^^'^ 

' ^ • ' l m n 

le equazioni della retta e del piano dati : eliminando fra di esse 
successivamente le a?, y; co, %; y, % sì hanno per le coordinate 
del punto d' intersezione le espressioni : 

(^\ . .- n(Ao+BH-Cc+D ) ,, ^(Aa-f Bfr-Kc+D) 



X' 



/(Ag+Bò+Cc+D) 
A/-|-Bm-fC» 



CoBOLLARH) I. La conài%ione ne^essarta affinchè la retta sùt pa- 
rallela al piano si determina notando come il punto d'intersezione 
è in questo caso airinfinito, e perciò i valori delle sue coordinate 
debbono divenire maggiori di ogni quantità assegnabile* Essa è 
adunque : 

(40) A/+Bm+Cn=0. 

Le condizioni necessarie affinchè la retta sia conienuta nel 
piano si hanno osservando come i valori (9) per le coordinate del 
loro punto d'intersezione debbono essere indeterminate: quindi 
esse sono 

(H) A/-]-Bw4-Ci2=0, Aa-|-B6-|-Cc+D=0. 

Se la retta è rappresentata dalle equazioni a?=rjpa-(-a, 
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y=qz^^ le (40), (41) si trasformano nelle 

(12) Ai4-B9+C=0 ; Ap+B9+C=0 , Aa-fBfc+D^O. 
Corollario II Determinare la equazione del piano che passa 

per il punto (a?^,y„ijj e per la retta ^=?=:iII?=:5=:^ Assu- 

t m n 

mendo per il piano richiesto Tequazione Aa?-j-By-|-C;5-|-D=0, le 

costanti arbitrarie A, B, C, D si ottengono mediante le equazioni 

di condizione (11) e Acp^+By^4-Cj5^+D=0. Fra queste eliminan- 

do le arbitrarie si perviene alla equazione resultante 

(1 3) x^ m{z—c)—n{y^—b) J + !/ [ n{x^—a)— I{s^—c) 1 

+« I ' (^1— a)— m(a?^— a)l=0. 

che esprime il piano richiesto. 

Se la retta data è simboleggiata dalle equazioni: co=pz-\-a, 
y=qz-\-b la (13) diviene 

(1 4) «,[^92 -y^^ft J 4- y l^oj _a— pjg J -|- z [p(s/ — 6)— ^(o?,— o)l=0. 

Corollario III. Daterminare la equazione del piano condotto 

00 — a y — 6 2— e 

per la retta — — = = parallelamente alla seconda retta, 

t m n 

X — a' y — V z — e' 

— 7r-= — r= — r • Essendo AcD-j-By+Ca-j-Dn^o V equazione 

del piano, dà questa debbonsi eliminare le costanti arbitrarie per 
mezzo delle relazioni (11) e Ai'-|--Bm-|-C«'=0 Quindi per esso 
si ottiene 

(1 5) {x—a){mn) -['{y—b){ne)-\-{z—c){lm)=0. 

Se le rette sono date dalle equazioni 
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a=pz-\-a, y=qz-\-b; a)=p!z-\-a', y=^s-{-b', 

■ 

lo (42) sì cambia nella equazione 

{i 6) {x-~a){q-q')-^iy-^){p-p')-\-z(j^'-p'-^)==0. 

i 9. Problema I. Determinare la distanza di un punto dato da 

una retta parimente data nello spazio, gli assi essendo ortogonali. 

Siano (^A,!/p2|) le coordinate del punto dato P, ed 

w — a j/-~6 z — e 

= = le equazioni della retta data mediante il pun- 

eosa cos^ cosy '^ 

to fìsso A ( a, 6, e ) preso su di essa, e mediante i coseni cos»^ 

cos^j cosy che ne definiscono la direzione, s' indichi con B il pie- 

de della perpendicolare abbassata da P su questa retta, allora 

a>^ — a, j/| — 6, i^ — e esprimono le projezioni di AP respettivamente 

sugli assi 0», Oy, 0«, ed (cd, — a) cosx, ( y^ — 6) cosfi , ( z^ — e )eosy 

quelle di ciascuna di esse sulla retta AB ed 

( CD^ — a ) cosx-{-{ j/j — b ) co5^-[-{ z^ — e ) cosy 

la projezione di AP sopra AB e perciò AB. Laonde abbiamo: 

AB=(a?^.a)cosa+(t/,-fc)co«^+(vc)cosy, AP*=(a;^-a)*+(t/^-6)*-f-(«j-c)% 

e perciò 

(4) PB«=AP«-AB'=(»,-a)H(y -6)'-| {^-<^? 

— {w—a)eosct-^^—b)cosfi-\^z^—c)eoiy\ . 



A questa espressione si può dare forma differente, notando come la 

PB«=[(a?,— a)'+(y,-6f+(z,-c)»J(cosV+cos*0+ 

sviluppando si trasforma nella 
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(2) PB*= co» y{oo^—a) — cos «(«,— e) 1 -f co* «(y^— 6)_co« ^(cd,— o) 1 

I cos^(z,— e)— c057^(t/,--6)l . 



-I- 



Se la retta è data dalle equazioni 



, , X — a ti — h % — e 

l m n 



ovvero dalle^ oo^^at-^p, yi=h%-\-q^ le espressioni (1), (2j di=- 
vengono 

(3) PB«=(<r,-a)«H-(y,-^)'+(.^c)*^L ^_j.^._^„, -"* 

(4) PB'=r(^n(a>,-a)-/(z,-c)y-f (/(y,-6)-m(a),-a)y 

H-('»(«.-c)-n(y,-6))*]:(/'+m«+n»). 

:(a'-|-6'+1). 

CoROLLAaiò. Determinare le coordinate del piede B {x\ y\ z') 
della perpendicolare condotta dal punto dato P sopra la data retta 
AB. 

Essendo a?' — a, y' — 6, «' — e le projczioni di AB sopra gli 
ossi abbiamo: 

a?' — a=ABco5^, y' — 6=ABco5^» «' — c=rABcosy, 

Ci^mf/ria Ànalit, SI 



SII 8 

ed eliminandovi AB, 



(5) a(/=a-\-cosx( (a?, — o)cos«-{-(t/, — 6)ccs^-j-(*i — c)t:os'y j, 
y'=b-\-cos^( {x^ — o)cos «-|-(t/, — b)cos^-\-{z^ — c)eosy j, 
s^■=e-\-cos yn-^i — a)coset-\-(^f^—b)cos^-\-{z^—c)eosyJ ; 

e se le rette sono espresse dalle equazioni (a) tali valori di- 
vengono 

/[ /(oj,— o)-{-w(j/j— 6)H-n(a,— e) J 
m[ /(»,— o)+m(j/,— 6)+n(z,— e) J 

a 1 a(x^—p)■^ilf^—b) -|-a J 



' lL ^ J. * /.2j_fc«_CÌ 



y'=7+-^= '...,,. ='' a*H-fc'+< 



Problema II. Determinare la minima distanza di due rette nello 

spaziOy gli assi essendo ortogonali. 

^. X — a y — b % — e X — a' y — 6' s — e' ,, . . 

Siano =^^ = =^ = ; I equazioni 

eos a, eos ^ cosy cos a cos ^ cos y 

delle due rette la prima delle quali passa per il punto fisso A(a,b,c), 
la seconda per il punto A'(a',6',c'), e siano P, P' i piedi della noi- 
nìn]a distanza su ciascuna di esse e oosA, cos\l^ cost i coseni di 
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direzione di PP', la projo.zione di AA' sopra PP', adoperando il 
metodo svolto nel precedente problema , si trova eguagliare 
cosA{a — a')-{-co«/A(6— 6')-|-coit(c — e'), e riducendosi essa a PP' 
abbiamo : 

PP'=cos A'^rt— a') -|- cos /jt(6— 5')-|-cos t{c—c'). 

Ma dovendo PP' essere normale ad ambedue le rette hanno luogo 
le equazioni di condizione: 

cosX€osar-^co8iJt»cosfi'-\-cosTcosy=0 , costosa! ~\-cos^'cosiJi,'^cosycosT=^0, 

da cui si deducono le 

cos A : {co$^cò$y^=co$ fi : {cosycosa!)=eos x : {co$cùCùs^')=p : i , 

p rappresentando il valore di ogni singolo rapporto. Mediante la 
relazione cos*A-1-cos*/a-{-cosV=1, si ottiene per p il valore 

p'=i : {cosacos^y-\-{cos^cosy)^-\-{cosycosa!y L 

e quindi per PF, 

, . , (a— o')(cos/3coiy')-f-(ft — b'){cosyco$x')-[ (e — c){cosuco$p>') 

\^) ■ ■ "~"~ • 

V {cosacosp/)^-\-{cos^cosyY']-{cosycosxy 

Se le rette sono rappresentate dalle equazioni, 
n. X — a y — b » — e x — o! y — b' z — e' 



ovvero dalle 

w=az^p, tj=bzyq, a?=a'3+p', y=h'z-Yq\ 

la (8) si trasforma nella espressione 



in3 
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(^0^ pp.^ (p-Pl(fe-frO+(?-?0(a^-a) 

^ ^ V (aò'— a'6)'+(6-67-]-(a^aO' ' 

I. Trovare la espressione del l'angolo fornriato da due rette, gli 
assi coordinati essendo obliquangoli. 

II. Deterniinare l'equazione di una rette perpendicolare a due 
rette date, gli assi coordinati essendo rettangolari. 

III. Le rette che congiungono i punti di mezzo delle costolf3 
opposte di un tetaedro passano per un medesimo punto, 

IV. I sei piani dei quali ciascuno passa per una delle costo- 
le di un tetaedro e per il punto di mezzo della costola opposta 
8 incontrano in un medesimo punto. 

V. I sei piani bisettori degli angoli formati dalle faccie di 
un Tetaedro passano per uno stesso punto. 

VI. 1 piani bisettori degli angoli diedri formati da tre faccie 
dì un Tetaedro che concorrono nello stesso vertice ed i piani ester- 
namente bisettori degli angoli diedri compresi dalle tre faccie op- 
poste si segano in un unico punto. 

VII. In un quadrilatero qualunque sghembo la somma dei 
quadrati delle due diagonali, più quattro volte il quadrato della 
retta che ne congiunge i punti di mezzo, qguaglja la somma dei 
quadrati dei quattro lati. 

Vili. Preso un punto in un piano, condurre in questo una 
retta la quale formi con un altro piano dato in posizione un an- 
golo nolo, gli assi coordinati essendo rettangolari. 

-— F I N E rrr- 
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